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Las ecuaciohes a las que se refiere el titulo tienen la forma

u, = a(u)

& X y t son variables reales, t > 0, y a es una fun

xx? v
cidén mondtona creciente; supondremos una condicién inicial
u(x,0) = ug(x), que serd una funcién tan buena como sea nece-
sario, dentro de limites razonables, para que la exposicién Te
sulte fluida. A este tipo de ecuaciones pertenece la ecuacidn

del calor, u, = u ., yla de la difusidén no lineal, escrita

t
por lo general asi: ug = (a‘(u).ux)x, con a'(u) > 0.

Quizds el caso mds estudiado sea el de la ecuacidén de los me-

dios porosos, cuando a(u) = |u|m—1u =u®conu>0ym>1. Es
en este caso que hallamos los primeros ejemplos de comporta-
mientos "hiperb6licos", debido a que la ecuacidén, que formal-
mente es parébélica, pierde su tipo donde u(x,t) = 0: como

o' (0) = mﬁm_ll

u=0 - 0, resulta que el operador u, - a'(u)uxx-

- a"(u)(ux)2 "pierde" la segunda derivada L El comporta-

miento. antes citado consiste en que un dato inicial u; =0

con soporte compacto en la recta evoluciona como solucidén

de la ecuacibn u, = (uF)xx conservando el soporte acotado en
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x para t >.0. Esta propiedad contrasta con las soluciones de
la ecuacidn clésica u,’'=u ., para las cuales, si Up =0 y no

nulo, resulta u(x,t) > 0 para todo x y t > 0; recuerda ademis
la velocidad finita de propagacidén de perturbaciones, tipica

s !
de la ecuacidén de las ondas U, =u vy de las leyes de con--

servacidén de primer orden, u tu = 0, por ejemplo.

Una importante herramienta técnica y fuente de ejemplos y
propiedades para el caso a(u) = u™ , u > 0, es la solucidén ex-
plicita de Barenblatt (1952):

1/(m+1)

_ .-1/(m+1) 2 m- 1 | ] x] 2J+
’t - -
ug(x,t) =t ; [E 2m (m+1) [ 1/ (m+l) ]

L}

donde (.)* max{(.),0}, £, es una constante relacionada con

[ u(x,t)dx

M, independiente de t, y uB(x,t) tiende en D' a

la masa M concentrada en x=0. Es facil ver aqui la propiedad
de compacidad del soporte de ug.
El comportamiento de las interfaces de soluciones u(x,t) =20

de la ecuacidn ﬁt = (um)xx, m > 1 estd muy bien estudiado. Su-

pongamos que {x: u(x,t) > 0} = {x; x <s(t)} , con s(0) = 0.
Se sabe que

D¥s(t) ‘ 1i (™, &, 0)
s = im - —m—————
x>s(t)” u(x,t)

que recuerda la condicién de Rankine-Hugoniot para discontinuidades (cho-
ques) de leyes de conservacidn.

La aparicidén de una derivada lateral en la férmula anterior se
debe a la posible existencia de un tZempo de espera no nulo,
eso es, un intervalo [O,t*] con s(t) = s(0) constante para

t € [0,t*], ¥y s(t) estrictamente monétono (creciente, en nues-
tro caso) si t € (t*,+x). Entonces se sabe que

D+s(t*),= 0 si pI(x) = EQT u?‘l(x) = o(xz), x720,
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D+s(t*) >0 si pI(x) = 0(x2) , X 0.

Que la concentracidén u > 0 a la izquierda de s(t) = 0 no inva-
da la zona vacia x > 0 en el lapso [0,t*] es otro fendmeno

que recuerda la propagacibén por caracteristicas en una ley de
conservacidén de primer orden.

Veamos unos resultados mids recientes: si escribimos
m-1
mu u,
u) =0

m -
+ - = + -
ut ( u )XX ut ( u X

como ley de conservacidén para u, la velocidad local es

m-1
— _mu - _m om-1ly _ _
V= u Ux G u )x Py »
con p= ﬁgT uml (p es la presién).

La velocidad satisface

v+ (V2)X

. (m-1)(p v,), -

La presidn satisface

2
P, - (py) (m-1)p.P.y >

que pueden considerarse como perturbaciones (para m-1 - 0) de

1]
o

v, + (vz)x Ley de conservaci6én (ec.de Burgefs)

1]
o

P, - (px)2 ec. de tipo Hamilton-Jacobi

que son ecuaciones (hiperbdlicas) de primer orden.
La desigualdad a priori

1 o
P > - ——— (Aronson-Bénilan),
XX (m+1)t
vdlida para soluciones de la ecuacidn de los medios porosos,
se puede escribir, en funcién de la velocidad v,
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1
vV, < 0————
X (m+1)t
esto es una condicidn de entropia para soluciones v de una ley
de conservacidén tipo Burgers.

Es de observar que la velocidad de las soluciones de Barenblatt,
es ' ‘

X

v (x,t) = z;:;;;

donde ug > 0.

Este perfil, llamado '"onda N" por su forma, es un tipico per-
fil asintdético, para t - «, de las soluciones de leyes de con-

m+1)

servacioén de la forma u_ + (Jul 0.

X

Sim-> 1 en el problema ug =u, u = (um)xx, u(x,0) = uI(x) >

> 0, con u; fijo , entonces se puede probar que u >u solu-

1’

cidén de u, = u con dato inicial uj. Pero si u; = u es tal

t XX I Im

que
m

m-1
Pa(x,0) = p;(x) = B (up, (x))

permanece fijo, entonces la sucesidén p = p;(x,t) de soluciones
de

. 2
p, = (m-)pp  +p

X

3 p(x,0) = p (x)
converge cuando m - 1 a una solucidén del problema

Py TP > p(x,0) = p ()

X

mientras que las respectivas velocidades v = convergen

“Pmx
a una solucidén de la ley de conservacién, en un espacio ade-

cuado.

Una versidn detallada de estos y otros resultados, con abun-
dante bibliografia, puede hallarse en [1] y [6]. Las propie-
dades citadas de las leyes de conservacién pueden verse en [4].

- - . § - s - jut
AlGn mids reciente es el estudio de otro limite parau = 01)xx:

cuando m > «, u (x,t), solucidn de
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m
u, = (u )xx, t >0, x €ER ; u(x,0) = uI(x)
tiende - en adecuado sentido débil - a un limite u_(x); este

limite es de la forma
U, (1) = Xg (1) + uyp (1) Xgy ()

donde X indica funcidn caracteristica y © es el conjuntc de no-
coincidencia de la inecuacidn variacional

- > - - - =
W = Uug 1, w>=0 , ( Wt up o+ 1w 0.

Si w es solucidén de la misma se tiene u =u. +w__,y u =u

I XX I

siu, <1, siendo u, = 1 donde -w__ = up - 1 (cf. [2],[3]).

Es instructivo ilustrar esta solucidén u,(x) en el caso en que

u;(x) > 1 en un intervalo acotado (a,b), y u; < 1 fuera del mis

mo. Entonces u_ = 1 en un intervalo que contiene a (a,b), y
fuera del cual es u, = up < 1. E1 efecto del limite m » « es
achatar el grédafico a(u) = u™ para 0 <u < 1 y, por lo tanto,
en ese rango la difusién se frena. La difusidén es en cambio
rapidisima para u > 1, causando entonces el aplastamiento de
la cresta de u; en (a,b): el compromiso entre los valores
u>1yu<1conduce a la forma de u,, que recuerda la estruc

tura geogrdfica de una mesa.

Una situacidn parecida surge si estudiamos el problema de va-
lores iniciales

u, = {m(u - 1)+}x

. > u(x,0) = up(x)

X

Aqui a(u) = m(u - 1)+ esm(u - 1) siu>1, y cero si u <1
En este caso, hacer m - » es equivalente a tomar el limite de

u(x,t) cuando t » = para la solucidn de
.F _
ut = {(u = 1) }XX ’ u(x:o) - uI ’

como puede verse por un cambio de escala en t.

Esta ecuacidn es parabdlica (y es esencialmente la ecuacidn
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del calor) donde u(x,t) > 1 y degenera a hiperbélicé de primer
orden, u, = 0, donde u < 1. Es decir que para todo t > 0 peque
fio los datos uy(x) < 1 se extenderian en forma constante en t,
pues, siendo limites de u(x,t) en algln sentido, deberia te-
nerse u(x,t) <1y u, = 0. Si uI(x) > 1 en (a,b), para

x € (a,b) y t > 0 pequefio u serd solucidn de uo = u -
Veamos entonces el interés en considerar soluciones generalizadas

de nuestra ecuacidn u, = {(u - 1)+}xx, posiblemente disconti-

nuas, obtenidas por yuxtaposicidén de soluciones clédsicas a lo
largo de curvas suaves. A partir de la definicidén habitual de
solucidn generalizada,

u, a(u) € Li tal que

oc

Ve e R (0,m) [T + o) = o,

se puede razonar asi: localmente en t > 0 sea 7y € c! un arco
que separa dos dominios Gy y Gy, con B = GS Uy U Gd dominio
contenido en t > 0. Sean us(x,t) y ug(x,t) soluciones clédsicas

respectivamente en Gy ¥y Gy, de la ecuacidn u, = a(u)xx, que

poseen limites - al igual que a(us)x , a(ud)X - sobre 7.

Se trata de ver si la funcidn u(x,t), definida p.p. en B como
u=ugenG,yus=uy en Gy, constituye una solucidén generali-
zada de la ecuacidn. Se elige una funcidn de prueba ¢ (x,t)

con soporte contenido en B que interseque a 7, se divide la
regidn de integracidén de la definicidn de solucidén generaliza-
da y se integra por partes en Gg y Gg, y se llega a que u(x,t)
es solucién‘generalizada de u, = oc(u)xx si

(a) En caso aue 7 {t=constante} N B, u, u, sobre 7 ;

d

(b) En caso que 7Y {(x,t): x =7v(t)} nB,

a(us) = a(ud) sobre v, y (ud—us)v'(t) =—a(ud%{(—aﬁg)£)sobre7.

Esta Gltima condicidén (que recuerda la condicidén de choque de

Rankine-Hugoniot), cuando se la aplica al problema
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u, = {(u - 1)+}xx , u(x,0) = uI(x) » uy > 1 en (a,b)

permite enfocarlo como un cldsico problema de tipo Stefan, con
una sola fase, escrito en formulacidén entdlpica (cf.[5]), con
interfaces 7a(t) < 7b(t), con 78(0) = a, 7b(0) = b: en

{(x,t): 7a(t) <x < 7b(t), t > 0} la ecuacidn es u, = u__; pa-

ra x < 7a(t) 6 x > 7b(t) resulta u, = 0y u(x,t) = uI(x) < 1,

y las condiciones de interfase, por ejemplo

-oa(u + a(u u t),t

V) - (), * alu)y Uy Oy (0),8)
u, - ug ug(r, () - 1

poseen ''calor latente variable" 1 - uI(vb(t)), que ademds pue-

de tender a cero cuando tVJ 0.

Sé puede probar que, cuando t > «, u(x,t) tiende a u,(x), la

.2 .2 m
funcidén ya encontrada al tratar la ecuacidn u, = (u )xx'

Dejemos este caso parabdlico degenerado para considerar otro
peor aln. Ya mencionamos el comportamiento de a(u) = am(u) =

|m-1

|u u cuando m + «:; se obtiene, formalmente, el gréafico

a (u) = -2 si u<-1,a _(u) =0si-1<ux<l, a (u) = +
si u > 1. Pero hay otro comportamiento que nos interesa consi-
derar: cuando m - 0% se obtiene como limite el grafico ao(u) =
=sgnu=-1siu<0, =1 siu>0, yun dibujo nos sugeri-
ria que 0a5(0) es el segmento vertical {(0,y): -1 <y < 1}. Ve-

remos enseguida la utilidad de disponer de este grafico multi-
valuado.

En primer lugar vamos a cambiar las variables y considerar,

en vez de sgn u, el grafico de Heaviside desplazado a u = 1:
Hu - 1) =0siu<1, =[0,lsiu=1,=1siu>1.

Encaremos el problema

u, = {H(u - 1)}xx? u(x,0) = uI(x) > 1 sélo en (a,b).



28

Pensando en‘ soluciones u(x,t) cldsicas por trozos, es claro
que‘dqnde u(x,t) > 1 y donde u(x,t) < 1 resultari u,
no. podemos yuxtaponer dos soluciones u;, >1yuy <1, por ejen
~plo, a uno y otro lado de un arco v = {(x,t): x =]7(t),7(0)= b}
dado ‘que resultaria H(uS - 1) =1>H(uy - 1) = 0, contra las
condiciones’ya'obtenfdas para construir soluciones generaliza-
das. )

= 0; pero

La solucibn consiste en utilizar la parte multivaluada del gri
fico H(u - 1) y "ensanchar" el arco v hasta obtener una regién
{(x,f): 7,(t) <x < vo(t)} donde pondremos u(x,t) = 1 y defi-
niremos una funcién U(x,t) € H(u(x,t)-1) que, por lo tanto,
cumplird U(x,t) = 0 si u(x,t) <1, U(x,t) =1 si u(x,t) > 1,

y 0 <U(x,t) <1 para 71(t) <x € 7y(t), donde u(x,t) = 1. Se
tendra ademis U(71(t),t) = 1 =H(ug - 1), U(ro(t),t) = 0 =

= H(ug - 1) y, para satisfacer la definicibén de solucién gene-
ralizada, deberd ser Uy, = 0 donde u = 1, es decir,

Ulx,t) = (x - 7o(e))/(ry(t) - 7vp()).

Con esta redefinicién de H(u - 1) para u=1 y empleando las con
diciones para 1la yuxtaposicién de soluciones suaves a lo lar-
go de arcos suaves también, uno puede construir una solucién
del problema, localmente cerca de (b,0), con s6lo obtener
70(t) y 71(t), soluciones del sistema ordinario

71(t) - —] b (<0) , 7,(0) =

T-up (v (8)) v (t)-7,(¢)

|
o

1 . . . 1
T-u (g (t)) 7o (t)-7,(t)

|
o

7y (1) >0, 7,00) =

. {en forma anédloga se obtienen arcos Gd(t), §;(t), 8g(a) =

= 6;(a) = a cerca de (a,0)). Es facil imaginar la evolucidn

A ' e - H(u-1),44: el
"cerro'" formado por {x € (a,b), uy(x) > 1} va siendo "excava:
do", cerca de (a,0) y (b,0) para todo t > 0, formdndose 1la
"planicie" {(x,t): §p(t) <x < §;(t)} y {(x,t): 7,(t) <x <70(t)},
donde u(x,t) = 1. Al mismo tiempo €stas avanzan sobre la zona

del dato uj(x) regida por este operador u

x <ayb<x, donde u, < 1. La evolucidén termina cuando

I
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6;(t) = v,(t); a partir de t, u no depende de t y u =1 en un
cierto intervalo (8g(t),Yg(t)) que contiene a (a,b), siendo

u = u;(x) fuera del mismo. Se puede probar que u(x,t) = Uw(x),
la misma funcidén (en forma de '"mesa') obtenida anteriormente;
la demostracidn puede basarse en otro hecho importante, a sa-
ber, la conservacidn, en ambos casos, de masa y primer momen-

to.

Para concluir, digamos que hemos déscripto propiedades de so-
luciones de ecuaciones de evolucidén que son, formalmente, de
tipo parabdlico, pero que degeneran fuertemente por anulacidn
de derivadas en la variable espacial x. Esta anulacidén da lu-
gar a la aparicidn de propiedades de las soluciones que son
similares a las que exhiben las soluciones de ecuaciones de
tipo hiperb6lico. Cuando esta anulacidén tiene lugar en un ran-
go de valores de la incdgnita u se llega al extremo de poder
fabricar soluciones discontinuas con una técnica totalmente
andloga a la ya clédsica para leyes de conservacidn de primer
orden en'dos variables independientes.

En esta conferencia hemos expuesto resultados obtenidos en

colaboracidén con M.K.Korten y V.Marquez.
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