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Las ecuac iones a las  que s e  refiere  e l  titulo t ienen la forma 

.ut = a (u) xx' x y t son var iabl e s  real e s , t > O, Y a es una fun 

c ión monótona crec ient e; supondremo s una cond ic ión in icial  

u (x , O) = uI (x) , que �erA una func ión tan buena como s ea nec e ­
�ar io , dentro de  limites  razonabl es , para que la expos ic ión r� 

sult e  fluida. A e s t e  tipo de ecuaciones  pert enece la  ecuac ión 

del  calor , ut uxx' y la  de la  d ifusión no l ineal , eicrita  

por  10  general  asi : u't = (a' (u) . u  ) , con al (u) > O .  
x x 

Qu izAs el  caso  mAs e s tud iado s ea el  de  la  ecuación de  l o s  me ­

d io s  poro so s , cuando a (u)  = lulm-
1
u = u lll con u;;.. O Y m > 1. Es 

en e s t e  caso  que hal lamos l o s  pr imero s  ej emplos  de  comporta ­

�niento s  "hiperból ico s" ,  debido a que l a  ecuac ión ,  que formal ­

mente  e s  pariból ica , p i erde su  t ipo donde u (x , t ) = O: como 

al (O) = m�m-l l u=o = O , re sulta  que el operador ut - al (u) 'uxx-

- a" (u)  (u )2 "p ierde " la segunda der ivada u ' . El co 'mporta -
x xx 

miento ant es  citado consis t e  en que un dato inic ial u1 � O 

con soporte  compacto en la r .ecta  evo luc iona como so luc ión 

de  l a  ecuac ión u = (ulll) cons ervando el soporte  acotado en . t xx 
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x para t >_0. E s ta prop iedad contrasta  con l a s  s o luciones  d e  
la  ecuac i6n c lá s ica  ut uxx ' para l a s  cual e s , s i  uI > O Y no 

nu lo , resulta  u (x , t )  > O para todo x y t > O ;  r ecuerda ad emá s  
la  veloc idad f in ita d e  propagac i6n d e  per turbac iones , tip ica  
de  la ecuac i6n d e  las  o�das Utt = u

xx 
y de  l a s  l eyes  d e  con -o 

s ervac i6n d e  pr imer orden , u +u t x O ,  por ej emplo . 

Una impor tant e herramienta t�cn ica y fuent e d e  ej emp l o s  y 
pro p i edades  para el  caso  a (u)  = um , U > O ,  e s  l a  soluc i6n ex ­
plic ita  d e  Barenbl att  ( 1 9 52) :  

donde ( . )  + 

J u (x , t ) dx 

t
- 1 / ( m+ 1 ) 1 [s; - m - 1 [ Ixl ] 2 ] + 1 

2m (m+l ) t 1 / ( m+ 1 ) f 
1/ (m+1 ) 

max{ ( . ) ,O} ,  So es  una cons tante r e l ac ionada con 

M, ind epend i ent e de  t ,  y uB (x , t ) t i ende en D '  a 

la  ma sa M conc entrada en x= O .  E s  fác i l ver aqui la  prop i edad 
de  compac idad del sopo rt e  de  uB . 

El  comportam i ento de  las  int erfac e s  de  so luc ion es  u (x , t ) > O 

de la ecuac i6n ut = (um ) x x ' m > 1 e s tá  muy b i en e stud iado . Su ­

pongamo s que {x : u (x , t ) > O} = {x : x < s ( t ) }  , con se O )  = O .  
Se  sabe  que 

l im -
x .... s ( t ) u (x , t ) 

que recuerda la condici6n de Rankine-Hugoniot para discontinuidades (cho­
que s )  de  l eyes  de cons ervac i6n . 

L a  apar ic i6n de  una der ivada lat eral en l a  f6rmula ant er ior se 
deb e a la po s ib l e  ex i st encia de  un tiempo de espera no nulo , 
eso  e s , un int ervalo  [O , t*l con s(t )  � seO) constant e para 
t E [ O , t * l , Y s(t )  estr ict ament e mon6tono (crec i ent e ,  en nue s ­
tro caso ) s i  t E ( t * , +oo ) . Ent onc e s  s e  sab e que 

+ D s (t *). = O  si _ m m - 1 2 
PI (x) = m- 1  uI (x) = o (x ) ,  x t O , 
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2 Pr(X) = O (X ) , x f O. 

Que la concentración u > O a la izquierda de s (t) = O no inva­

da la zona vacía x > O en el lapso [O, t*l es otro fenómeno 

que recuerda la propagación por características en una ley de 

conservación de primer orden. 

Veamos unos resultados más recientes: si escribimos 

m-l mu u 
u + (-

x 
u) t U x 

O 

como ley de conservación para u, la velocidad local es 

con 

m-l 
v 

== _ m u u 
u x 

-(� 
u

m-1
) = -Px ' m-l x 

m m-l , 
p - m-l u (p es la presion). 

La velocidad satisface 

(m-l)(p v )  . 
x x 

La presión satisface 

que pueden considerarse como perturbaciones (para m-l + O) de 

v + t O 

O 

Ley de conservación (ec.de Burgers) 

eco de tipo Hamilton-Jacobi 

que son ecuaciones (hiperbólicas) de primer orden. 

La desigualdad a priori 

p ;;;. - (Aronson-Éénilan) , 
xx (m+l)t 

válida para soluciones de la ecuación de los medios porosos, 

se puede escribir, en función de la velocidad v, 
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os;;; 1 
(m+1 ) t  

e s to e s  una condición de entrop ía para soluc iones v el e  .una l ey 
de  con s ervac ión t ipo Burg ers . 

E s  d� obs ervar que la  v e l o c idad de  l a s  so luc ion e s  de  Barenblatt, 
es  

vB (x , t ) = 
(m+ l ) t  

x donde uB > O .  

E s t e  per f il , l l amado "onda N" por su forma , e s  un t íp ico per ­
f i l  a s intót ico , para t + 00, d e  la s  soluc iones  de  l eyes  de  con -

servac ión de  l a  forma ut + (Iu l m+ l )x = o .  

S i  m + 1 en e l  prob l ema um = u ,  ut = (um )xx ' u (x , O ) = ul (x )  ;;;. 

;;;. O ,  con ul fijo , entonc e s  s e  pu ede probar que um + ul' solu ­

c ión d e  ut = uxx con dato inic ial  ul' Pero s i  ul = ulm e s  tal  
qu e 

p (x , O ) m Pl (X)  m m -l 
m- l 

(ulm (x ) )  

permanec e fijo, entonc e s  l a  suces ión p 
d e  

Pm (x , t ) de  soluc iones  

Pt = (m - l ) p Pxx + P� p(x , O ) = Pl (x ) 

converge cuando m + 1 a una so lución del  probl ema 

p (x , O ) = Pl (x) 

mientras  que l a s  re spect iva s veloc idad e s  vm = - Pmx convergen 
a una soluc ión de l a  l ey de  cons ervac ión , en un e spac io ade ­
cuado . 

Un a vers ión deta llada de  e s t o s y otros  re sul t ado s , con abun ­
dan t e  b ibl iografía , puede ha llar s e  en [ 1 ] y [6 ] .  Las  prop ie ­
dad e s  c it ada s de las l eyes  de  cons ervac ión pueden ver s e  en [4 ] .  

Aún má s r ec i ente  e s  e l  e s tud io d e  otro  límit e para u = (um) : t xx 

cuando m + 00, um (x , t ) , so luc ión de  
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u (x, O )  = u ¡ ( x )  

t i en d e  - e n  a d e cuado s ent ido d é b i l  - a u n  l ím i t e uoo ( x ) ; e s t e 
l ím i t e  e s  d e  l a  f o rma 

dond e X ind i c a  fun c i 6 n  c a r a c t er í s t i c a  y n e s  el c o n j un t o  de no ­
c o i n c i d en c i a  d e  l a  i n e c ua c i 6 n  v a r i a c i o n a l  

- w  ;;;;. u ¡ - 1 
xx w ;;;;. ° ( - w - u ¡ + 1) w 

xx 

S i  w e s  s o l u c i 6 n  d e  l a  m i sma s e  t i en e  Uoo 
s i  Uoo < 1, s i endo Uoo = 1 d o n d e  - w  xx 1 ( c f . [2 ] , [ 3 ]  ) . 

O .  

E s  i n s t r u c t ivo i l u s t r a r  e s t a  s o l u c i 6 n  uoo ( x )  en e l  c a s o  en que 
u ¡ (x)  > 1 en un in t erv a l o  a c o t ado ( a, b ) ,  Y u ¡ < 1 fu e r a  del mis 
mo . E n t o n c e s  Uoo - 1 en un in t e rv a l o  que c o n t i en e  a ( a , b ) ,  y 
fu e r a  d e l  c u a l e s  Uoo = u ¡ < 1 .  E l  e f e c t o  d e l  l ím i t e  m � 00 e s  
a c h a t a r  e l  g r á f i c o a ( u )  = um p a r a  ° � u < 1 y ,  p o r  1 0  t a n t o ,  
e n  e s e  ' r ango l a  d i fu s i 6 n  s e  f r e n a . L a  d i fu s i 6 n  e s  en c amb i o  
r a p id í s ima p a r a  u > 1, c au s ando e n t o n c e s  e l  a p l a s t am i en t o  d e  
l a  c r e s t a  d e  u ¡ en ( a, b ) : e l  c omprom i s o e n t r e  l o s  v a l o r e s  
u > 1 Y u � 1 c o ndu c e  a l a  forma d e  uoo, qu e r e c u e r da l a  e s t r u c  
tura  g e o g r á f i c a  d e  una m e s a . 

Una s i t u a c i 6 n  p a r e c ida sur g e  s i  e s t ud i amo s e l  p r o b l ema d e  va ­
l o r e s  in i c i a l e s  

u = { m ( u  - 1 ) + } t ,  xx 
u ( x, O )  = u ¡ ( x )  : 

Aqu í a ( u )  = m ( u - 1) + e s  m ( u - 1) s i  u > 1, y c er o  s i  u � 1 . 
En este c a s o ,  ha c e r  m � 00 e s  e qu iv a l ent e a t omar e l  l ím i t e  d e  
u ( x, t ) cuando t � 00 p a r a  l a  s o l u c i 6 n  d e  

u ( x, O )  = u ¡ , 

c o mo pu e d e  v e r s e  p o r  un c amb io d e  e s c a l a  en t .  

E s t a  e c u a c i6n e s  p a r a b 6 l i c a  (y  e s  e s en c i a lmen t e l a  e cuac i 6 n  
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d e l  c a l o r )  d o n d e  u ( x, t ) > 1 Y d e g en e r a  a h i p e r b ó l i c a  de pr imer 
o r d en, u t = O, donde u < 1 .  Es d e c i r  qu e para t o do t > O p e qu� 
ño l o s  d at o s  u r ( x )  < 1 s e  ex t en d e r í a n  en fo rma c o n s t an t e en t ,  
pu e s ,  s i endo l ím i t e s  d e  u (x, t ) en a l gfin s en t i d o ,  d eb e� í a  t e ­
n e r s e  u ( x, t ) < 1 Y u t = O. S i  u r ( x )  > 1 en ( a, b ) ,  p a r a  
x E ( a, b )  y t > O p e qu eño u s er á  s o l u c i ó n  d e  u t = u x x  

Veamo s ent o n c e s  e l  int er é s  en c o n s i d e r a r  soluciones general i zadas 
d e  nu e s t r a  e cu a c i ó n  u = { ( u - 1 ) + } , po s i b l ement e d i s c on t i -t xx 

nua s , o b t en id a s po r yux t apo s i c i ó n  d e  s o l u c i o n e s  c l á s i c a s  a l o  
l a r g o  d e  cúrv a s  suave s .  A p a r t i r  d e  l a  d e f i n i c i ó n  hab i t u a l d e  
s o l u c i ó n  g e n e r a l i z ada, 

u, a ( u )  E L � o c  t a l  que 

O ,  

s e  pu ed e r a z on a r  a s í : l o c a l ment e en t > O s ea 1 E e l un a r c o  
qu e s ep a r a  d o s domin io s G s y G d, c o n  B = G s  U 1 U G d d om i n i o  
c o n t en ido e n  t > O .  S ean u s (x, t )  y u d (x, t )  s o l uc i o n e s  � l á s i c a s  
r e s p e c t ivame n t e en G y G d, d e  l a  e c ua c i ó n  u s t a ( u )  , qu e  

xx 

p o s e en l ím i t e s  - al i gu a l  qu e a ( u ) , a (u d ) - s o b r e  l '  s x x 

Se trata de ver s i  la func i ó n  u ( x, t ) ,  d e f i n id a  p . p .  en B c omo 
u = U s en G s  y u = u d en G d, c o n s t i t u y e  una � o l u c i ó n  g e n e r a l i ­
z ad a  d e  l a  e cuac i ó n . S e  e l i g e  una fun c i ó n  d e  p ru e b a  � ( x, t )  
c o n  s o po r t e  c o n t en ido en B qu e int e r s eque  a 1 ,  s e  d iv j d e l a  
r e g ión d e  int e g r a c ión d e  l a  d e f in i c i ó n  d e  s o l u c ión gener a l i z a ­
da y s e  int e g r a  po r pa r t e s  en G s Y G d , Y s e  l l e g a  a que u ( x, t ) 
e s  s o l u c i ó n  g e n e r a l i z ad a  d e  u t = a (u )  s i  xx 

( a )  En c a s o  �u e 1 

( b )  E n  c a s o qu e 1 

{ t = c o n s t ant e }  n B ,  u s 

{ (x, t ) : x = I ( t ) } n B 

u d s o b r e  1 

E s t a  fi l t ima c o nd i c ión ( qu e  r e c u e r d a  l a  c ond i c i ó n  d e  c ho qu e  d e  
Ra n k i n e - Hugo n i o t ) , cuando s e  l a  apl i c a  a l  pro b l ema 
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u t = { (u - l ) + } x x ' u ( x, O )  = U I (X )  , U r > 1 en ( a, b )  

p e rm i t e  enfo c a r l o como un c l � s i c o  pro b l ema d e  t ipo S t e fan, c o n  
u n a  s o l a  fa s e, e s c r i t o  en formu l a c i 6 n  ent � l p i c a  ( c f .  [5 ] ) ,  c o n  
int e r fa c e s  1 a ( t )  < 1 b ( t ) ,  c o n  1 a ( 0 )  = a, 1 b ( 0 )  = b :  en 

{ ( x, t ) : 1 a ( t )  < x < 1 b ( t ) ,  t > O }  la e cu a c i 6 n  e s  u t = ux x ; p a ­

r a  x < 1 a ( t )  6 x > 1 b ( t )  r e s u l t a  u t = O Y u (x, t ) = u r ( x )  « 1 ) ,  

y l a s  c o nd i c i o n e s  d e  i n t er fa s e , p o r  e j emp l o  

1 � ( t )  

po s e en " c a l o r  l a t en t e  var i ab l e "  1 - U r (1 b ( t ) ) ,  que a d em� s pue ­
d e  t end er a c er o  cuando t '¡'  O .  

S e  pu e d e  p r o b a r  qu e , c u ando t + 00 ,  u ( x, t ) t i en d e  a uoo ( x )  , l a  
fun c i 6 n  y a  e n c o n t r ad a  a l  t r a t a r  l a  e c u a c i6n u t = ( um) x x ' 

D e j emo s e s t e  c a s o  p a r a b 6 1 i c o  d e g en e r ado p a r a  c o n s i d e r a r  o t r o 
p e o r  aún . Ya men c i onamo s e l  c ompo r t am i e n t o  d e  a ( u )  = a ( u )  m 
= l u l m - 1 u cuando m + 00 : s e  obtiene, fo rma l ment e, e l  g r � f i c o  

aoo ( u )  = - 00 s i  u < - 1 , a oo ( u )  = O s i  - 1  � u � 1 ,  a oo ( u )  = + 00 

s i  u > 1 .  P e r o  hay o t r o  c ompo r t a m i ento qu e no s int e r e s a  c o n s i ­
d e r ar : cuando m + 0 + s e  o b t i en e  como l ím i t e e l  g r � f i c o a o ( u )  = 

= s gn u = - 1  s i  u < O ,  = 1 s i  u > O, Y un d i bu j o no s s u g e r i ­
r í a  que a o C O )  es  e l  s e gm en t o  v e r t i c a l  { ( O, y ) : - 1  < y < 1 } .  Ve ­
r emo s en s e gu ida l a  ut i l idad d e  d i s po n e r  d e  e s t e  g r � f i c o  mu l t i ­
v a l u ado . 

En pr imer l u g a r  vamo s a c amb i a r  l a s  var i a b l e s  y c o n s i d er ar ,  
e n  v e z  d e  s gn u ,  e l  gr � f i c o  d e  H e av i s i d e  d e s p l a z ad o  a u = 1 :  

H (u - 1 )  = O s i u < 1 , = [O, 1] s i u = 1 , . = 1 s i u > 1 .  

En c a r emo s e l  pro b l ema 

u = { H (u - 1 ) } , u ( x, O )  
t xx . u r ( x )  > 1 s 6 1 0  en ( a, b ) . 
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Pensand6 en s6luc iones  u (x , t ) c l� s icas  por tro z o s , e s  c laro 

que donde u (x , t) > 1  y donde u (x , t)  < 1 re sultar� u t  = O ;  pero 

no, podemo s yuxtaponer do s so luc iones U s  > 1 Y ud < 1 ,  por ej e� 

plo , a uno y otro l a do de un arco 'Y = { (x , t ) : x = - 'Y ( t )  , "1 (0) = b} 
dado que resultaría  H (u s  - 1) = 1 > H (ud - 1 )  = 0 ,  contra  la s  

cond ic iones  ya  obten idas para constru ir soluc iones general i z a ­

das . 

La so luc i6n con s i s t e  en ut i l i z ar la  parte  mult ivaluada del gr! 

f ico  H (u - 1) Y "ensanchar" el  arco 'Y ha sta  obt ener una reg ión 

{ (x , t ) : 'Y 1 { t )  < x < 'Y O ( t ) } donde pondremo s u (x , t )  s 1 y de fi ­

n i r s m o 8  una func i6n U (x , t ) e H (u (x , t ) - l )  que , por 1 0  tanto , 

cumpl ir� U (x , t ) = ° s i u (x , t )  < 1 ,  U (x , t ) = 1 s i  u (x , t ) > 1 ,  

Y ° �' U (x , t ) ,¡¡:; 1 para "1 1 ( t )  ,¡¡:; x <: 'Y o ( t ) , donde u (x , t ) = 1 .  S e  

tendr� adem�s U ('Y 1 ( t ) , t ) = 1 = H (us � 1 ) , U ('Y O ( t ) , t ) = ° 
= H (ud - 1 ) y ,  para sat i s facer la  definic i6� de  so ltici6n gene� 

ral izada , d�berá s er Uxx  = ° donde u � 1 ,  es  dec ir , 

U (x , t ) = (x - 'Y o ( t ) ) / ('Y 1 ( t )  - 'Y o ( t) ) . 

Con esta  redefinic i6n de H (u - 1 )  para u= l y empl eando l a s  co� 

die ione s para la  yuxtapo s ic i6n de so luc iones  suaves a lo lar ­

go de arco s suave s tamb ién,  uno puede construir una so luc i6n 

del problema , localmente  c erca de (b , O ) ,  con s6lo  obtener 

'Y (t) Y 'Y ( t ) , s�luc iones  del  s i stema ord inar io O 1 

'Y I ( t ) = 1 

'Y Ó ( t )  

1 1 

l - u¡ ('Y1 ( t ) }  'Y O ( t r- 'Y 1 ( t )  
(<: O )  , "11 ( O) 

(en forma análoga s e  obt i enen arco s  0 0  ( t ) . 0 1 ( t ) ; 0 0 ( a ) = 

b 

b 

= 0 1 (� ) = i c erca de (a , O ) ) . Es  f�c il imag inar la  evoluc i6n 

del dato u¡ (x)  reg ida por e s t e  operador ut - H (u - 1 ) xx : el 

"cerro" formad'o por {x e (a , b ) , ur (x) > 1 } va- s i endo "excava:-, 

do" ,  cerca de  (a , O ) y ( b , O ) para todo t > 0 ,  form�ndo s e  la  

"plan ic ie" { (x , t ) : 0 o ( t ) < x < 0 l ( t ) } y {(x ,t) : 'Y 1 (t} < x  < 'YO (t) }, 

donde u (x , t )" s 1 .  Al mi smo t iempo éstas  avanzan sobre la  z ona 

x < a y b < x , donde u¡ < 1 .  La evoluc i6n t ermina cuando 
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o ¡ ( t ) = � ¡ ( t ) ; a p a r t i r  d e  t ,  u no d e p e n d e  d e  t y u = 1 en un 

c i er t o  int erva l o  ( oo ( t ) , �o ( t ) ) qu e c o n t i en e  a ( a , b ) , s i endo 
u = u ¡ ( x )  fu e r a  d e l  m i smo . S e  puede p r o b a r  qu e u ( x , t )  = uoo ( x ) , 
l a  m i sma fun c i ó n  ( en fo rma d e  "me s a " )  o b t en i da an t er iorment e ;  
l a  d emo s t r a c i ó n  pu e d e  b a s a r s e  en o t ro h e c ho impo r t ant e ,  a s a ­
b e r, l a  c o n s e r v a c i ó n, en ambo s c a s o s ,  d e  ma s a  y p r imer momen ­
t o . 

P a r a  c o n c l u i r ,  d i gamo s que h emo s d e s c r i p t o  p r o p i e d a d e s  d e  s o ­
l u c ion e s  d e  e cua c io n e s  d e  evo l u c ión qu e s o n , fo rma lment e,  d e  
t i po p a r a bó l i c o , p e r o  qu e d e g en e r an fu e r t ement e p o r  anu l a c i ó n  
d e  d e r ivad a s  en l a  var i ab l e  e s p a c i a l  x .  E s t a  anu l a c ión da l u ­
gar a l a  apar i c ión d e  p r o p i ed ad e s  d e  l a s  s o l u c ion e s  qu e s o n  
s im i l ar e s  a l a s  qu e e x h i b en l a s  s o l u c i o n e s  d e  ecua c io n e s d e  
t i po h ip e r bó l i c o , Cuando e s t a  anu l a c ión t i en e  l u g a r  en u n  r an ­
go d e  va l o r e s d e  l a '  inc ó gn i t a  u s e  l l e g a  a l  e x t r emo d e  p o d e r  
f a b r i c a r  s o l u c ion e s  d i s c o n t inua s c o n  una t é cn i c a  t o t a l ment e 
an á l o g a a l a  ya c l á s i c a  p a r a  l e y e s  d e  c o n s e r v a c i ó n  d e  pr imer 
o r d en en ' do s  var ia b l e s  ind e p end i ent e s . 

En e s t a  c o n f e r enc i a  h emo s expu e s t o  r e su l t ado s o b t en ido s en 
c o l a b o r a c i ón con M . K . Ko r t en y V . Má r qu e z . 
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