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S UMMAR Y .  The c l as s ical  fundamental mean -value formulae of Ste ­

reology (Vv = AA = LL ' Sv = (4 / w) LA = 2 PL , Lv = 2PA) as given 

for ins tance in UNDE RWOOD [1 0 ] and STOYAN - KENDALL -MECKE [9 ] , 
which refer to s e c t ions of  a g iven convex boc1y in E 3 by l ine s 

and plane s , ar e general i z ed to the case  o f  s ect ioning the body 

by curves or surfac es  of  arb i trary shape . 

1. I NT RO D u c e  I O N . 

Sea X un cuerpo convexo del  espac io euc lidiano de tre s  d imen ­

s ione s E 3 , que l l amaremo s un� "mues tra"  y s ea Y un conj unto 

contenido en X ,  llamado "fase" , compue s to de curva $ (d imens ión 

r;: 1 ) , super ficies  (dimens ión r ;: 2 )  o volúmenes (d imens ión" r =3 ) , 

de forma arb i traria y di spue s to s  tamb i én de manera arb i trar ia 

dentro de X .  Supongamo s que todas las componentes  de  Y s ean de 

l a  misma dimens ión , e s  dec ir , Y .puede s er un conj unto de hilo s 

o filamentos (r = 1 ) ,  o un conj unto de  superfic i e s  o l áminas ·  
, 

(r;: 2 )  o un conj unto de pa� t ícul as o cuerpo s ( r=3 ) . Para d i s tin -

guir lo s tres  caso s , des ignaremo s por Y a cada uno de  e l los . 
r 

SUpon��mo s pr imero �l caso de hilo s Yl ' Si  s e  . cort a  X por un 

plano E dado al azar (s e�ún la  l ey de probab il idad . usual en la  

teor ia de Probab il idades  Geomé tr icas , ver [ 2 ]  6 [6 ] ) ,  la  sec ­

c i6n E n X s erá  un dominio convexo pl ano cuya área �epr e s enta " 

remo s  por A( E 0 X) Y la  inters ecc i6n E n Y l  s erá  ( salvo .un con ­

j unto d e  pos ic �ones d e  E de medida nula) u n  conj unto d i screto 
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de puntos , cuyo número repres entaremo s  por P ( E  () Y 1 ) .  Sea L (Y 1) 

l a  longitud to tal de Y 1 y Lv la  long i tud media de Y 1 por unidad 
de  volumen de X .  Sea PA el número med io de punto s de E () Y 1 
( convenientemente definido) por unidad de  ár ea de E n X .  La 

pr imera f6rmula clás ica de la es tereo logía  dice que 

( 1. 1) 

Sea aho-ra el caso  de superfic ie s ci l áminas  Y 2 contenidas en X , -' 

cuya área  total repres entaremo s por A ( Y2 ) y por Sv repre senta ­

r emo s el  área media  de Y2 por unidad de volumen de X .  Al cor: 
tar por un �l ano al a z ar E ,  la inter s e c c i6n  E n Y 2 s erá un co� 

j unto de curvas cuya long i tud to tal r epre s entar emo s por 

L e E n Y2)  y l a  longitud por unidad de  ár ea de  E n X repre s en ­

tar emo s por LA . L a  s egunda f6rmula  estereo16gica fundamental e s  

( 1  . 2 )  

Para el  caso  d e  part ícul as o cuerpo s Y3 de  vo lumen total V (Y3 ) 

y cuyo vo lumen medio por unidad de volumen de X s e  repres enta 

por Vv ' al cor tar �or un plano E ,  la inters ecc i6n E n Y3 es 
un conj unto de dominio s plano s cuya área total  es  A(E () Y3 ) Y 
e l  área media  por unidad de área de E n x  s e  repres enta por 

AA . Vale  entonces  la  terc era f6rmul a es tereo16g ica fundamental , 
a saber , 

( 1  . 3 ) 

S i en ve z de  cor tar por un plano E ,  s e  corta por una recta  al  
, ' 

a zar G ( en el  s entido de la  teor ía  de  Probab il idades  Geométr i -

cas , ver [ 2 1 , 6 [ 6 ] ) ,  en e l  caso  Y2 r esul ta s obre e l  segmento 

G () X un conj unto dis creto de puntos P ( G  () Y2 ) cuyo número 

medio por unidad de longitud de  G () X  repres entare�o s po PL , 
val iendo entonces  la f6rmula 

( 1 . 4 ) 

Para el  caso ' Y3 , la  inters ecc i6n G () Y 3 e s  un conj unto de s e g ­

mento s d e  longi tud to tal L ( G  () Y3) '  cuya longitud por unidad 
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de longitud de G n X se r epres enta por LL ,
' val iendo entonc e s  

l a  f6rmul a 

( 1. 5 )  

E s ta s  f6rmulas  ( 1 . 1) a ( 1 . 5 ) s o n  l a s  fundamental es d e  l a  es t e ­

reolo g ia del  espac io E
3

, l a s  cUá1e s  �ermi ten e s t imar Lv , Sv o 
Vv en X ,  * partir  de l o �  dato s  análogo ¿ en l as inters ecciones 

de X co-n un plano E o con una r ec ta G .  La demo s trac i6
-
n puede 

vers e  en e l  texto ' clás ico de UND�RWOOD [ 1 0 ] , en l COLEMAN [ 2] o 
b ien , desde  O tro  punto de vis ta , en STOYAN -KENDALL -MECKE [9 ] . . 

Para una exac ta puntual i zaci6n de l as ideas bás icas es  iJllPor ­

tante el tr abaj o  de MI LES -DAVY [4 ] . 

El  ob j e to del  pr es ente trabaj o es  demo s trar que las  mismas f6r 

mulas  ( 1 . 1) a ( 1. 5 ) val en s i , en vez  de cortar X por p l ano s o 

recta s , s e  corta por superficie s  o curvas cual e squier a . E s t e  

he�ho fue observado por UNDERWOOD [ 1 0 , pág . 3 9 ] , pero s in dar la  

demo s trac i6n . Aqui s e guiremos l o s  punto s  de vis ta de MI LES ­

DAVY [4 ] ,  pero en vez  de uti l i zar las  dens idades  c l ás icas para 

rec tas o plano s , u t i l i zaremo s  la dens idad c inemática  de l a  

Geome tr ia Integral , que val e  para super fic ie s  o . curvas cual es ­

qui era , m6vil es  en el  espac io  s in deformaci6n . Util i zar emos 

;ta s  f6rmulas  de Geome tr ía  Integral  dadas por pr imera ve z en 

[5 )  y de manera más general  en [6] y [8 ] . Tamb i én cons idera -

remos  (n O S) el  caso de par �s de var iedades ( curvas o superf i ­

c ie s )  que cor tan a X ,  caso  cons iderado por H I LL IARD [ 1 ] , UN ­

DERWOOD [ 1 0 , p . 4 5  y 7 3 ] , para el  caso  de  rec tas y plano s . 

Para una exc e lente  pues ta al  día  d e  l o s  probl emas y perspec - ­

t iva s  de l a  E s ter eolo gia , has ta 1 9 8 7 , ver el  ar t ículo de L. M .  
CRUZ ORIVE [3 ] . 

2 .  L A  D E N S I DA D  C I N E MAT l CA . (ver [ 5 ] , [6 ] , [7 ] ) ;  

Para de terminar la po s ic i6n de un obj e to indeformabl e  ( curva , 

super fic ie  o ' cuerpo) en E
3

, ba s ta dar la  pos ic i6n de  un s i s ­

tema de e j e s  c artes ianos  or togonale s  ( e j es m6v il es ) , determi ­

nado por el .  or igen P y tr es  versores  ortogonal es  e 1 , e 2 , e 3 , 
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invar iabl emente unido s al ob j e tó .  La po s ici6n de e s te s i s tema 

de e j e s  e s tá determinada por la  po s i c i6n del  o r i gen (de  coord� 

nada s x , y , z ) , la direcc i6n del e j e m6vil  e 3 ( dada por l a s  coo!:. 

denadas O , � del punto que 1 0  repres enta sobre la e s fera unidad) 

y por una ro tac i6n a alrededor de . e 3 ' S i  l l amamo s 

dP = dx /\ dy A d z al e l emento de volumen del  espac io corre spo!!. 

diente al punto P , d8 �  = s enO dO " /\  d� al valor  del el emento de 

área sobre la  es fera unidad en el punt� correspondiente a la 

d irecc i6n de e 3 Y , da la  ro tac i6n alr ededor de e 3 ' la  l l amada 

de n s i dad a i n emá t i aa de  l a  Geometría Integral e s  i gual a la  

forma d ifer enc ial 

( 2 . 1 )  dK = dP " d8 �  /\ da . .  

Se demues tra que e s ta forma es  invar iante  por movimiento s , e s  

dec ir , e s  independiente  d e  l o s  e j e s  fij o s  que s e  toman para 

definir las var iab l e s  x , y , z , � , � , a y tamb ién de la po s i c i6n del 

obj e to m6vil  re spec to de los e j e s  ( P , e l , e 2 , e 3 ) '  Deb ido a e s ta  

invar ianc ia ,  s e  d i ce que  dK e s  la  dens idad c inemá t ica  i s o tró­

p i aa y uniforme . Se sue l e  repr e s entar por I U  y a vec es  tamb ién 

por IUR ( i s o trop ic , uni form ,  random) para indicar que la  po s i ­

c i6n del ob j eto  l iga�o a l o s  e j e s  s e  puede con�iderar dada al  

azar s eg6n la  l ey iso tr6p ica ( independ iente d� l a  o r i entac ión) 

y uniforme ( invai'iante  por tras lac iones ) . 

Los caso s po s ib l e s  en E
3 

s�n los  s i guientes : 

a) Sup el'fi a i e  móv Ú S y aurv.a fija CO ' S i  ' l a  superfic ie  S e s  

móvil con la  dens idad c inemát ica dK y su área val e A ( S ) , para 

el n6mero de punto s de  inter s ecc i6n n ( S  n C o l con una curva 

fi j a Co de longi tud L ( C O ) '  val e  la f6rmula (ver [ 5 ] ) 

( 2 . 2 )  J n (S  n Col dKs = 4 �2 
A (S) L ( Co ) 

donde hemos indicado por dK
s 

a l a  mi sma dens idad c inemática  

( 2 . 1 ) con el índice  S para  ind icar que el obj e to m6vil  e s  la  

superfic ie  S .  

b)  Sup e rfi a i e  móv i l.  S y s up e rfi a i e  fija , S o ' L lamando L ( S  n So ) 

a l a  longi tud de l a  curva de intersecc i6n de  S con S o val e  la  
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f6rmul a, integral  (ver [ 5 ] ) 

( 2 . 3) .f L ( S  n So ) dKS = 2 w3 A ( S )  A ( S o ) '  

c )  Sup erfi c i e  móv i l  S y cuerp o  fijo X .  Indicando por V ( X) e l  
vó lumen d e  X ( no nec�s ar iamente  convexo) y p o r  A ( S  n X )  a l  
ár ea d e  la  inter s ec c i6n S n X val e  (ver [ 5 ] ) 

( 2 . 4 ) f A ( S  n X) dKS = 8 w2 A(S )  V ( X) . 

d)  Curva  móv i l  C y s up e rfi c i e  fi ja S .  E s e l  mi smo caso  a )  con 

el  movimiento inver s o , de  manera que el resul tado e s , como an ­

tes  

( 2 . 5 ) f n ( C  n S )  dKC = 4 w2 L ( C)  A ( S ) . 

e)  Curva m6v i l C y c u e rp o  fijo X .  Val e  l a  s igui ente f6rmula 
(ver [ 5 ] )  

( 2 . 6 ) f L ( C  n X) dKC = 8 w2 L e C) V ( X) . 

Las  f6rmul a s  ( 2 . 2 ) a ( 2 . 6 ) s e  pueden ver en [ 5 ]  y tamb ién  en 
[6 ] , condensadas en la  f6rmula única  ( 1 5 . 2 0 ) , pág . 2 5 9 . En lo s  

pr imero s miembros , l a  integrac i6n s e  puede cons iderar extend i ­

da a todo el  e spa� io ( x , y , z , 9 , � ,a )  pues to que l o s  int e grando s 

son nulo s  cuando las  curvas , super ficies  o cuerpo s , no t i enen 

punto s comune s . 

3 .  D E NS I DAD C I N E MA T I CA P O N D E RADA . 

M I L E S  Y DAVY' [4 ] , obs ervaron , para el  caso de  rec tas y p lano s , 

que para l as apl icac iones a la  e s t ereología  era me j or ut i l i ­

zar �as l l amadas  de ns idade s p onderadas (W , w e i g h t e d) en lugar 

de las i sotr6p ico -uniforme s IU o IUR . Para e l' caso  de la den ­

s idad c inemáti ca , vamo s a ver que ocurre algo parec ido . 

Sea X un cue.rpo de  E
3 

(mues tr a) que cont iene en  su inter ior 

el  conj unto Y ( fase ) , que puede e s tar cons t i tuido por h i lo s , 

superficies  o cuerpos ( c orpúsculo s )  que queremo s  e s tud iar . 
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Cons ider emo s  e l  caso  de  una super f ic ie S ,  m6vil  en el e spacio  
d e  manera indeformab l e . S i  e l l a  está  invar i ab l emente  unida a 
lo s  ej es  m6v i l e s  (P , e l , e 2 , e 3 ) ya s ab emo s que s i  quer emo s una 
med ida invar iante  por movimiento s ,  deb emo s tomar la  in tegral  
de  l a  medida c inemática  I D  ( 2 . 1 ) . Pe r o o tra manera de  dar  po ­
s ic iones de  S a l  a z ar , puede cons i s t ir en f i j ar S dando 
( P , e l , e 2 , e 3 ) y ,  ademá s , el punto sobr e S en el que s e  supone 
s i tuado e l  o r i gen P ;  e s t e  punto sobre  S e s tará determinado por 
e l  el emento de área da de S .  La de n s i da d  cinemá tica  ponde rada 

(we i ghted)  se define entonces  por 

( 3 . 1) dKS = da A dP A d8 * " da . w 

. Ob s ervemo s que ,  f i j ado s dP , d8 * , da , el  e l emento de área  da 
puede integrars e  sobre el  área A ( S  n X) , quedando 

( 3 . 2 )  f dK� = f A ( S  n X) dKS 

donde la  integral del pr imer miembro  e s t á  extendida a l a s  po ­
s ic iones  de  S en que corta a X .  
En c ierta manera e s  natural tomar , en e s tereología , e s ta dens i 
dad ponderada dKw ' pue s to que s i  s e  quiere  anal i zar la  fa s e  Y 
del  interior  de  X por su compor tami ento re spec to de l a  inter ­
s ecc i6n S n X, par ec e  conveniente tomar S al  a z ar pero de ma ­
nera que l a s  po s ic iones con S n X grande r e sul ten pr ivilegia ­

das , e s  dec ir , tomar una dens idad de  probab il idad proporc ional 
a l  área A ( S  n X) , como e s  ( 3 . 2 ) . 

S i  l a  f i gura m6vi l  es  una curva C y su e l emento de  arco l o  r e ­
pres entamo s por ds , tomando el  or i gen P de l o s  e j e s  m6v i l e s  
e n  d s , l a  dens idad cinemática  ponderada s e  e scribe  

( 3 . 3 ) dKC = d s  " dP " d8* A da . w 

Suponi endo que s e  e l i ge ds  en el  inter ior  de X, para cada po ­
s ic i6n de ( P , e l , e 2 , e 3 ) s e  puede int e grar ds a l a  inter s ecc i6n 
C n X, r e sul tando 

( 3 . 4 )  f dK� f L ( C  n X) dKC • 
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Es ta :f;6rmula r e sponde al mé todo prác t;ico de de terminar al  a z ar 
la curva C dando pr imero uno de sus puntos  en el  inter ior de  X 
y lue go tomar e s t e  punto como o r i gen e integr ar dK� a todas 
las po s ic ione s de C .  

4 .  FO R M U L A S  E S T E R E O L O G I C A S . 

Veamo s l o s  d i s t into s caso s menc ionado s en e l  n 0 1 . 

a )  Es timac i6n  de longi tude s mediante  s up e rfi c i e s  de prue ba.  

Supongamo s que la  fa s e  Y ¡ s ea un conj unto de cutvas o f i l amen ­
to s contenido s en X .  Quer emo s e s t imar l a  long i tud de l o s  mi s ­
mo s por unidad de vo lumen de X o s ea e l  co c i ente� L (Y ¡ ) /V ( X) . 
Cortemo s por una super fic ie  de  prueba S ,  l a  cual , en cada po ­
s ic i6n , cor tará a Y ¡ s e g6n c i er to n6mer o  de  puntos  n ( S  n Y ¡ ) . 
Tomando la  dens idad ponderada dK� ( 3 . 1 ) el  val or med io o espe ­
ranza  matemá t ica de n ( S  n Y ¡ ) por un idad de área  de  S n X ,  re ­
sul ta 

( 4 . 1 ) 

o s ea ,  s e g6n ( 3 . 2) ,  ( 2. 4 ) Y ( 2. 2) 

( 4. 2) 
n ( S  n Y 1 ) 

Ew ( . ) A ( S n X) 

L (Y 1 ) 

2V (X) 

que s e  aco s tumbra a escr ib ir , s imb6 l ic amente ,  

( 4 . 3 )  

que e s  l a  mi sma f6rmula  ( 1 . 1 ) extendida a l  caso  en que , en 

lugar de  p lano s , se corta al  a z ar por sup er f i c i e s  congruentes  

cual e s quier a S .  En o tras palabras : 2PA = 2 n ( S  n Y 1 ) /A ( S  n X) 

es un e s timador i ns e s gado de L (Y ¡ ) /V ( X) = longi tud de la  fas e  

p o r  un idad d e  vo lume n de l a  mue s tra . 

b )  Es tima c i 6n de áreas  me dian te s up e rfi c i e s  de prueba . 
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Supongamo s que l a  fas e  s e a  ahora un conj unto de  super f ic i e s  

( l áminas ) Y 2 contenidas en X ,  de área t o t a l  A ( Y 2) .  Quer emo s 

e s t imar e l  área de Y 2  por unidad de vo lumen de X, o s ea ,  

A ( Y 2 ) /V ( X) = Sv · 

Cor tamo s X por una sup erf i c ie de prtieba S ,  supues ta  dada a l  
a z ar con l a  dens idad c inemática  �onderad a dK� ( 3 . 1 ) . E l  valor 
med io  de l a  l ongitud d e  l a  1nter s ecc i6n S n Y 2  por unidad de  
ár ea de S n X s erá  

( 4 . 4 ) 

o s e a ,  s e gOn ( 3 . 2 ) . ( 2 . 3 ) , ( 2 . 4 ) ,  

( 4 . 5 ) 
L (S n Y2) 

Ew ( ) 
A (S n Xl 

que se suele  e scribir 

( 4 . 6 ) 

= 1!. A (Y2 ) 
4 V ( X) 

E s ta f6rmula  t i ene l a  mi sma forma que ( 1 . 2 ) , genera l i zada al  
caso  de cor tar por  super fic i e s· de  prueba cual e s quiera , en ve z 
de cor tar por plano s . E s  dec ir la exppe s i 6n ( 4 /� ) LA = ( 4/ � )  
L ( S n Y2 ) /A ( S  n X) e s  un  e s tima do p ins es gado d e  A ( Y2 ) /V ( X) 
ápe a de l a  fas e  p o P  u n i da d  de v o lume n de l a  mue s tpa . 

c )  Es timaci6n de vo lúm e n e S' me dian te 8up e pficie s de ppueb a . 

SUpongamo s  que l a  fa s e  e s  ahora un conj unto de  par t í cu l a s  o 
corpúscul o s  Y3 , contenido s en X .  Queremo s es t imar e l  volumen 
de Y3 por unidad de vo lumen de X ,  o sea , el  valor  de V (Y 3) /V ( X) , 

med iante super ficies  de  prueba S . Cortemo s X por una prueb a . S ,  
dada al a z ar s e gún l a  dens idad c inemática  ponderada d K: ( 3 . 1 ) . 

La inters ecc i6n S n Y 3 es tará compues ta por dominio s s obre S 

cuya ár ea , por unidad de  área de S n X , tendrá por valor  med io 



( 4 . 7 ) EW 

o s ea , s e gún 

( 4 . 8 ) EW 

A ( S  n Y 3 ) 
( ) 

A ( S  n X) 
( 3 . 2 ) , ( 2 . 4 ) , 

A ( S  n Y 3 ) 
( ) 

A ( S  n X) 
que s e  pued e e s cribir  

( 4 . 9 ) 
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( 
f A ( S  n Y 3.) dKS ) f - 1  

( . dK� ) 
A ( S  n X) w 

V (Y 3 ) 
V ( X) 

10  mismo que en e l  caso  ( 1 . 3 ) en que l a s  prueb as  eran plano s , 
mientras que aqu í  son  sup erfic i e s  de  forma cual quier a . Se  pu� 
de enunc iar : la expre s i ón AA = A ( S  n Y 3 ) p o r  unidad de áre a  de 

S n X ,  e s  un e s timado r ins e s ga do de Vv = v o lumen de la fa s e  

Y 3 p o r  unidad d e  vo lumen d e  la  mue s tra X .  

d )  Es tima a i ón de áre a s  m e dian te aurva s de prueb a .  

Sea Y 2 u n  conj unto d e  sup er f i c i e s  contenidas e n  l a  mues tra X .  
Cor temos por una curva C d e  longitud L ( C) y propongamo s e l  prQ 
b1 ema de  c alcular el valor med io del  número de punto s de  inte!. 
s ecci6n  n ( C  n Y 2 )  por unidad de  longitud de la inter s ec c i6n 
C n X.  Lo hac emo s con la dens.idad c inemática  ponderada ( 3 . 3 ) . 
Se t i ene 

( 4 . 1 0 ) 

o sea , 

( 4 . 1 1 )  

que s e  

( 4 . 1 2 ) 

Ew 

t eniendo 

Ew 

n ( C  n Y 2 ) 
( ) 

L ( C  n X) 

en  cuenta 

n ( C  n y 2 ) 
( ) 

L ( C n X) 

f n ( C n Y 2 ) C = ( . dK ) 
L ( C n X) w 

( 3 . 4 ) , ( 2 . 5 ) Y ( 2 . 6 ) 

1 A ( Y 2 ) - ---
2 V (X) 

puede e s cr ib ir , anál o gamente a ( 1 . 4 ) 

PL = ( 1 / 2 )  Sv ' 

( f - 1 
dKC) w 

refer ida ahor a  a l  caso  de  cor tar X por curvas congruentes  
cua l e s qu iera en lugar d e  r e c ta s . Se pued e enunc iar : 
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2 PL = 2n ( C  n Y 2 ) /L ( C  n X) = do s v� c e s  e l  ndmero  de puntos  de 

i n t e rs e cc i 6n de la fas e  Y 2 con "l a  pru e b a  C,  p o r  unidad d e  arco 

de l a  i n t e r s e c c i6n  C n X, e s  un e s t imador i ns e s gado de l c o c i e� 

te  A ( Y 2 ) /V ( X) � área de la fa s e  por  unidad de v o lumen de la 

mu e s tra . 

e )  Es timación de vo l dmenes  medi�nte  curvas  de pruiba . 

Sea Y3 un conj unto de  par t ícul a s  o c orpúscul o s  ( fa s e )  conteni ­
do s en  l a  mue s tra X .  Cor temo s  con una curva C a l  a z ar s e gún la  
dens idad c inemá t ica ponderada dK� y sea  L ( C n Y3 ) la  long i tud 
to tal de la. inter s ec c i6n  C n Y3 . Queremo s e s t imar el coc iente 
V ( Y3 ) /V ( X) (vo l umen de Y3 por unidad de  vo lumen de  X) a par t ir 
del  coc iente  L ( C n Y 3 ) / L C C  n X) = longitud d e  l a  inter s ecc i6n 
C n Y3 por unidad de  long i tud d e  C n X .  Tenemo s 

( 4 . 1 3 ) 

o sea , según (3 . 4) y ( 2 . 6) ,  

(4 . 1 4) 
L ( C  n Y3 ) 

Bw ( . ) 
L ( C  n X) 

que s e  sue l e  e scr ib ir 

( 4 . 1 5 ) 

( J L ( C  n Y3 ) J - l  
----.;:;.- dK e) ( dK�) 
L ( C n X) w 

es  dec ir : e l  c o c�ente  e n tre l a  l o ngi tud de l a  inters e c c i ón 

C n Y 3 y l a  long�tud de l arco C n X e s  un  e s t imado r i n s e s gado 

de l v o lumen de Y� p o r  unidad de vo lumen de X .  
. ! ; 

Hemo s general i z ad� a s í  ( 1 . 5 ) al  caso  de  cortar la  mue s tra X 

por una curva d e  prueba C de forma cualqu i er a , dada a l  azar s e ­
gún la dens idad c inemática  ponderada ( 3 . 3 ) . '. 

En todo s l o s  c a s o s  ( 4 . 3 ) , ( 4 . 6 ) ,  ( 4 . 9 ) , ( 4 . 1 2 ) Y ( 4 . 1 5 ) hemo s  
supue s to que l a  sup erfic ie  o curva de  prueba e r a  de  cualquier 
forma pero ind e formab l e . En real idad , como e l  r e sul tado depen ­
de úni c amente del  ár ea , s i  e s  sup er f i c i e ,  o de  la  long i tud , 
s i  s e  trata  de una curva , l a  forma de  e s ta s  pruebas  no inter e ­
s a ,  d e  manera que s e  puede  suponer que s e  cor ta por pruebas .  de 
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fo rma var iab l e ,  como super fic ies  o hilo s de formab l e s , mientras  
cons erven el  áre a  o l a  long i tud s e gún el  c a s o . El  r esul tado es  
tá expr e s ado  s iempre  por  las  f6rmul a s  anter iores  ( 4 . 3 ) , ( 4 . 6 ) , 
( 4 . 9 ) , ( 4 . 1 2 ) , ( 4 . 1 5 ) . 

5 .  P R U E B A  C O N  P A R E S  D E  C U R V A S  Y · S U P E R F I C I E S . 

En ve z de cor tar l a  mues tr a  X por una superfic ie  S o por una 
curva C ,  s e  puede cor tar por un par de curva má s super f ic i e , o 
por do s o tres  super fic ie s  d i s t intas . E l  mé todo tal  ve z no Sea  
útil  en l a  e s ter eo l o g i a  prác t ica , pero el  t�a tami ento te6r ico  
no  o fr e c e  d i ficul tad . 

No s vamo s a l imi tar , como e j empl o , al  caso  c ons ider ado por 
UNDE RWOOD [ 1 0 ] , págs . 4 5 y 7 3 , tomado de un trabaj o de  H ILL IARD 
[ 1 } . E s to s  autores  s e  r efieren al  caso  de cor tar X por par es  
de r ec ta s  y plano s al a z ar , cons iderando los  punto s de inter ­
s ecc i6n Pv por unidad de vo lumen que quedan inter iores  a l a  
fas e Y ,  l l egando a l a  fórmula  

o a su equ ival ent e 

( 5 . 2 ) 

No s o tr o s  vamo s a cor tar por pares  de  curvas C y super f i c i e s  S .  
S i  l a  fas e  Y es tá formada por corpú s cul o s  o cuerpos  cual e s ­
qu iera  de vo·lumen total  V (Y) , la  inter s ecc i6n C n S n Y es  un 
conj unto d i s creto de punto s ( s alvo po s ic ione s  de C y S de me ­
d ida nula )  y es  cono c ida la  f6rmula  

( 5 . 3 ) f n ( C  n S n Y) dKC dK S = 3 2  .4 L ( C) A ( S) V ( Y) , 

l a  cual e s  un caso  par t icul ar de l a  f6rmula  general  ( 1 5 . 2 2 )  de 
[ 6 ] , pág . 2 5 � .  Son cono c idas tamb i én las  f6rmulas  int egr a l e s  

( 5 . 4 ) f L ( C n Y) dKC = 8 . 2 V (Y) L ( C) 



67 

( 5 . 5 ) . J A ( S n Y) dKS = 8 n2 V (Y )  A ( S )  

que pueden ver s e  en [ 5 ] , de las  cual e s  s e  deduce 

( 5 . 6 ) 

( 5 . 7 )  

E ( L ( C  n Y )  /V(Y ) )  = 8 

E (A ( S  n Y} /V(Y ) )  = 8 

n 2  L e C) 
f dKC 

n2 A ( S) 

f dKS 

donde las  integrales  de  l o s  denominadores  e s tán extend ida·s a 
las  po s ic iones de C y S en que cor tan a Y .  

Como C y S s e  suponen independientes , de  ( 5 . 3 ) s e  deduce 

( 5 . 8 ) E ( n ( C  n S n Y) ) Pv 
3 2  n4 LC C) A(S) 

V (Y) f dKC J dKS 

pues to que J dKC dKS = J dKC f dKS . 

De ( 5 . 6 ) , ( 5 . 7 )  Y ( 5 . 8 ) s e  deduc e 

( 5 . 9 ) 

que quer íamo s demo s trar . Apl icando ( 1 . 1 )  y ( 1 . 4 ) r e sulta  la  
f6rmu1a ( 5 . 2 ) general i zada al  caso  de  cor tar por curvas C y 
super ficies  .S . 

Debemo s  no tar que para la  val idez  de es tas f6rmu1as  ( 5 . 9 ) y 
su equival ente ( 5 . 2 ) (par a  curvas y sup erfic i e s ) , hemo s toma ­
do las dens idades  c i nemáticas  dKC y dKS , no 1 a� dens idades  
ponderadas dKS o dK� . Antes  del  trabaj o de MI LES -DAVY [ 4 ]  e s ­
t a  d i s t inc i6n no s o l ía  hacer s e  de manera exp l í c i ta , i o  que 
ob scurecía  la pr es entac i6n de l o s  re sul tado s es tereo16gico s .  
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