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LA STRUCTURE DES OPERATEURS MONOTONES
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Les sousdifférentielles des fonctions$ convexes, les applica-
tions antisymmetriques, et les restrictions de leurs sommes
sont les examples courants d'opérateurs monotones. Quoique
1'énumeration ne soit pas compléte, car, par example, on n'y
compte pas les opérateurs monotones dans R2 définis par les
functions holomorphes non linéaires ayant derivées & partie
réelle positive, on reste sous 1l'impression que d'une fagon
ou l'autre tous les obérateurs monotones sont déja contenus
dans les sommes des sousdifférentielles et des applications
antisymmetriques. En tout cas il est é&vident que pour les en
tirer il faut mettre 3 main un nouvel instrument en outre la
simple restriction. Un tel instrument, nous nous proposons de
démontrer, est l'opération de '"réduction' permettant de passer
d'un opérateur agissant dans une dualité d'espaces vectoriels
4 un autre qui agit dans une sousdualité. Par cette voie on
non seulement obtient tous le opérateurs monotones, mais 3 la
fois on les obtient a partir des sousdifférentielles des fonc-
tions indicatrices des convexes et des applications antisymme-
triques. La construction que nous allons faire est une exten-
sion 2 toute cardinalité d'une construction discr&te que nous
avons utilisé dans la.solution d'un probléme d'interpolation
d'opérateurs monotones [1].

Comme préparation pour la définition formelle de réduction re-

marquons que si une forme bilinéaire <x,y> met en dualité sépa
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rée deux espaces vectoriels X et Y, alors elle met en dualité
séparée toute couple de sousespaces X1 et Y1 tels que
X; 0yt

1ité une sousdualité de 1'antérieure.

= {0}, Xll NY; = {0}; on appelle cette nouvelle dua-

DEFINITION. Si M: X = 2Y est un opérateur agissant dans une

[N

dualité {X,Y,<,>} son réduit a une sousdualité {XI’Y1’<’>} est

. Y
1'opérateur Myt X, > 2 ! qefini par

: - 1

n Mlx1 = M(x1+Y1 ) n Y1 » ¥ X, € Xl.

I1 faut aussi accomoder la notion d'application antisymmetri-
que en la liberant de 1'univocité et de la linéarité, ce qui
donne lieu 3 1'idée d'opérateur "atone", dont voici la défini-

tion:

DEFINITION 2. Un opérateur A: X - 2Y agissant dans une duali- .
té d'espaces vectoriels est dit atone si

(2) <x1-x2,y1-y.z> =0, Vv Xx,x, € D(A) , v Y, € Axl», vy, EAx2 .

Un opérateur atone maximal est un opérateur atone qui n'admet
pas des extensions atones propres.

Quant 3 la discussion’des'0pérateurs atones le lecteur est
prié de consulter la premidre partie de 1l'article cité ci-
dessus; ici nous utilisons la mé&me notation.

LEMME 1. La monotonicité, la monotonicité cyclique, et l'ato-
nicité sont invariantes rélativement & l'opération de réduc-
tion. '

Dém. Soit M1 un réduit de M. Alors yii) € Mlei), i=1,2 sont

-8quivalentes 3 1'existence de deux vecteurs ull) et uy(2)

dans Yl'L tels que yii) € M(xii) + u(i)), i=1,2, et on peut

écrire

ax{Dx(D)

(2) (1) _(2), .

(1) __(2) _(1)__(2)
1 oY1)y AN

<x£1)—x +u -u Y1
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d'oli il suit que si M est monotone ou atone M; en est.aussi.
Un argument tout a fait pareille démontrée 1l'invariance de la
monotonicité cyclique.

La discussion qui suit est indépendente de la topologie mais
le language topologique y est-souvent convenable. Donc, cha-
que fois que nous en&isageons une dualité, nous supposerons
les espaces doués de topologies d'espaces vectoriels compati-
bles avec la dualité; la seule notion topologique dont il
aura lieu est celle d'adhérence d'un convexe, laquelle, comme
on sait, est indépendente de la topologie choisie.

LEMME 2. Soit X un espace vectoriel et ¥ l'espace vectoriel de

toutes les fonctionelles linéaires sur X, mis en dualité par
la rélation fonctionelle. Tout opérateur monotone M: X - ¥ ge-
fini sur un ensemble D(ﬁ) de points affinement indépendents

admet une extension de la forme R+ ng , on R est un opéra-
teur atone mazimal de domain affD(M), et wg la fonection indi-

catrice de 1'ensemble A = EBD(Q); on peut mettre un opérateur
- constant a la place de A si et seulement si N est cyelique-

ment monotone.

Dém. D&s que la monotonicité peut &tre exprimée par
(3) <5E1-x2,y1> > <X-%,,¥,> , VX,X, €D,V ¥ € Mﬁl» ¥ ¥, € Né‘cz,

il existe, pour toute couple ordénnée de pointS'ﬁl, 22 dans
D(ﬁ), une quantité séparatrice h(ﬁl,ﬁz) telle que

(4)  <K-R,,7> 2hER) = K -K,9>, VP EWR, VI eR, .
Si on échange 1le Tﬁie de ﬁl et 22 on obtient

(5) <5‘cl->’tz,§rl> > -h(R),R)) > <}-X,,§,>, V¥ € 1'\/‘1_5‘(1_ , V9,€ 1'\7&2 ,

d'od en scrivant k(X ,%,) = 5 (h(%,%,) - h(%,,%)) il suit

(6) <£1'-§c2,§71> > k(%;,%,) > <§c1-§2,§r2> s v Y, EMR LY T, EMR,,



93
A A A ~

(7 k(xl,xz) + k(xz,xl) = 0.

. A A A A A A A
Pour tout ﬁl € D(M) fixe les vecteurs {xl—xz: xlfxz, X, € DM}
forment un sistéme linéairement indépendent dont les combinai-
sons linéaires remplissent un.espace lindéaire fixe ne dépen-
dant pas du choix de §1. I1-y-a une seule fonctionelle linéai
re sur cet espace prennant les valeurs k(ﬁl,ﬁz) aux points

x1 xz, fonctionelle que peut étre étendue a 1'espace entier

et representee par un élement zl € Y Selon cette construction

A A

(8) <X -X,,2;> = k(X,X,) , ?cl X,

et par suite

A A ~A A A A A A
17Xg0217%p> = K(Xp,X,) + k(X,,X))
Autrement dit, 1'application X » z de D(ﬁ) dans Y est atone.
Alors, en vertue de [1,Lemme 3.2] il existe un opérateur atone
maximal A: X >~ ¥ tel que 2 € AX , v X € D(M). De (6) et (9) il
découle

(10) <X,-X,,¥,-2,> >0 , v X,X, €eD(}) , v §, €Mk, ,

ce qui dit que ?1—21 est une normale extérieure du convexe

A= EED(ﬁ) au point ﬁl, c'est a dire, que ?l—ﬁl € ng(ﬁl).

ce que nous venons de dire il suit

A ~

(1) Fez+mm®E CAR + (R = A + awpk, vixeDdM,v yeR,

- . . . . . ~
ce qu'est précisement la premiére partie de la proposition a
démontrer.

Que la monotonicité cyclique soit necessaire pour qu'on puisse
mettre un opérateur constant i la place de A est conséquence
du fait que alors A+ ng est cycliquement monotone. Monstrons
maintenant' la suffissance en supposant, comme point de départ,
que M soit cycliquement monotone. Sous cette condition il est
bien connu que

(12) g(X) = sup ] <X, ,-X;,¥.>,
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ol le sup est pris par rapport a toutes les suites finiés
(§0’90)’(§i’§1)’""(xk—l’yk—l) de points du graphe de M te-

A

A . . . .
lles que X, soit un point fixe et X = X, est une fonction

0 k+1
convexe propre semicontinue inférieurement dont la sousdiffé-
rentielle est une extension de M, c'est a dire,

(13) fit c ag(X) , v X e D).
Comme “tout sousespace affine de X est fermé on a

CoD(M) c affD(M), et par suite, a cause de 1'indépendence 1i-
néaire, tout X € EED(ﬁ) admet une représentation univoque de

la forme X = i t.X., E t. =1, Xx. € (), i=1,2,...,n. D;aprés
0 11 0 1 1
cette remarque on peut définir une novelle fonction:
n ~ A n A N n oA ~ .
g tig(xi’), siX = g t.x; € coD(M), (Z) t, =1, x, €D, i=1,2,..,;n
£(X) =

+® , siX@coD.
Notons d'abord que par construction,
(14) g(¥) = £(x) , vxeDd,

e X.

">

(15) g(x) < £(x) , Vv

. —_— . - - .
Dés que sur coD(M) f est une fonction affine elle y colincide
avec une fonction de la forme <X,2> + const, et on peut &cri-
Te

(16) £(X) = <X,z> + const + wg(i) , A= EBD(&) ;

en particulier, f est convexe propre semicontinue inférieure-
ment. Mais alors, f é€tant une majorante de g que coIncide
avec elle aux points de D(ﬁ), on déduit

(17) 5g(X) c af(X) , vXxeDh,

. A
ce qul entrailne
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Mk c 3g(X) C af(X) = 2 + ayxp(X) , v X e p(M.

Comme rien ne change si on remplace ici z par la classe Z des
restes modulo: ((affD(M)TUl ui contient z on a démontré que M
admet ' une extension de la forme A+ BWA,'oﬁ A est 1'opérateur
monotone maximal (constant) qui a tout point de affD(ﬁ) fait
correspondre Z.

THEOREME 1. Tout opérateur monotone maximal M: X - 2¥ agissant
dans une dualité d'espaces vectoriels queZconque s obtment par
‘réduction d'un opérateur de la forme A+ BwA X - ZY, ou A :
est un opérateur atone maximal et sz la sousdifférentielle

de la fonction indicatrice d'un convexe ferme A st M es ey-
eliquement monotone on peut prende pour A un opérateur cons-
tant.

Dém. Soit U.un espace vectoriel de dimension égale & la cardi-
nalité de D(M), V 1'espace de toutes les fonctionelles linéai-
res sur U, et Y 1l'espace de toutes les fonctionelles linéai-
res sur X. A 1'aide de ces espaces on construit deux nouvels
espaces: X = XeU, ¥ = §9V, qu'on met en dualité par la dua-
1ité induite par celles réliant X et U avec ? et V respecti-
vement. De cette-fa¢on ? représente la totalité des fonctione-
lles linéaires sur X. Les 'espaces X et Y seront pensés comme
plongés dans X et ¥ en les identifiant avec X® {0} et Y® {0}
respectivement. Le cadre fixé, procédons maintenant d la cons
truction de A et Y. A partir d'une application u: D(M) > U
a valeurs affinement indépendentes, dont 1'existence est assu-

-

rée par le ¢hoix qu'on a fait de U, on envisage 1'opérateur

Z>

X 2Y défini par 1'équation
M(x + u(x)) = Mx.

A . - . A A Loy P

M est mgngtone, car si X; = x5 4+ u(xi), Yi e_Mxi = Mxi, i=1,2,
alors ’

A )

X KoY Vo> = <X XHuxg) -u(Xy),Y)Yy> = <XpXp,YYy> 20

a cause de la monotonicité de M; son réduit, et, a fortiori, le réduit de
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toute extension a la dualité {X,Y,<,>} est une extension mono-
tone de M,vdonc égale a M en vertue de la maximalité. Finale-
ment, comme D(ﬁ)‘= {x +u(x) | x € D(M)} est un ensemble affine
ment indépendent, M satisfait aux hypothéses du Lemme 2 et par
suite il admet une extension de la forme A + dyYx, dont M -par
ce que nous venons de dire- en est le réduit. Si M est cycli-
quement monotone M en est aussi, et on peut choisir A entre
les opérateurs constants. Le théoréme est démontré.

Pour les opérateurs cycliquement monotones le théoréme que
nous venons de démontrer n'est nullement une nouvauté, au con-
traire, il est une version affaiblie de la construction qui
permet de calculer la sousdifférentielle d'une fonction con-
vexe a partir de la sousdifférentielle de la fonction indica-
trice de son épigraphe.

Nous avons fait la construction dé A et ng i nétre aise en

‘ prenant beaucoup d'espace, en fait, X et § sont des espaces
enormes. Evidement une telle amplitude n'est pas toujours néces
saire , comme on voit dans le cas cycliquement monotone ou il
suffit d'ajouter une seule dimension aux espaces originaux.
Elle n'est non plus désirable, car dans cette immensité on fi-
nit pour perdre les proprietés specifiques des opérateurs de
départ; la construction sera autant plus utile le plus ajustée
elle reste des donnés. Peut-etre cet ajustement ne sera possi-
ble qu'en abandonnant 1'idée d'une représentation en faveur
d'une approximation de 1l'opérateur.
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