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Les  sousdi fférent i e l l e s  de s fonc t ions convexe s , l e s  appl ica ­
tions anti symme tr ique s , e t  l e s  r e s tr i c t ions  d e  l eur s s omme s 
soht l e s  examp l e s  courants  d ' opéra teur s mono tone s . Quo ique 
l ' énumera t io n  ne s o i t  pas  comp l e te , car , par examp l e , o n  n ' y 
compte  pas l e s  opérateurs mono tone s dans R2 défini s par l e s  
func t ions ho lomo rphe s non l inea ires  ayant der ivé es  a par t ie 
r é e l l e pos i t ive , on r e s t e  sous  l ' impre s s io n  que d ' une fa<; on  
ou l ' autre  tous  les  opérateurs mo no tone s sont  dé j a contenus 
dans l e s  s omme s  des s ous d i fferent iel l e s et de s app l i c ations 
ant i s ymme tr i ques . En tout c a s  i l  e s t  evident que pour l e s  en 
t irer i l  faut me ttre  a ma i n  un nouvel  ins trument en  outre la 
s impl e r e s tric tion . Un tel ins trument , nous nous propo s o ns de 
démontr er , e s t  l ' opération  de "réduc t ion" perme ttant de  pas ser  
d ' un opérateur a g i s s ant dans  une dual ité  d ' e s pac e s  vec to r i e l s  
a u n  autre  qui a g i t  dans une s ousdual i te . Par c e t t e  vo ie  on 
no n s eul ement obt ient  tous l e  opérateurs mono to ne s , ma i s  a la  
fo i s  on  les  ob t i ent a par t i r  des  sous d i fferent i e l l e s  d e s  fonc ­
t ions ind ic a tr i c e s  des  convexes  e t  de s app l i c a t io ns ant i s ymme ­
triques . La  cons truc t ion que nous al lons fa i r e  e s t  une exten­
s ion a toute  cardiria l i t é  d ' une cons truc t ion  d is c r e te  que  nous 
avo ns ut i l i s e  dans l a . s o lution  d ' un prob l eme d ' int erpo l a t ion 
d '  opera teur s , mono tone s [ 1 ] . 

Comme prépan i t ion pour l a  dé fini t ion fo rme l l e  de réduc t ion  re ­

marquons que s i  une fo rme b i l inéaire  <x , y >  me t en dua l i té s ép� 
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r�e deux espac e s  vec to r i e l s  X et Y ,  a l o r s  e l le me t en dual it�  
s épar � e  toute  c oupl e ° de  sous e spac e s  X l e t  Y 1 t e l s que 
X l n Y i1 = { O } � X 11 n Y l = { O } ; on app e l l e  c e t te nouve l l e  dua ­
l i t�  une s o u s dua Z i té de l ' antér i eure . 

D�F I N I TI ON . S i  M :  X + 2 Y e s t  un op�rat eur a g i s s ant dan s une 
dua l i t �  { X , Y ; < , > }  son rédu i t  a �ne sou� dua l i t� { X l , Y l , < , > } e s t  

y 
l � opér a t eur M I : X l + 2 

1 
d�fini par 

( 1 ) 

1 1  faut aus s i  acc omoder l a  no tion  d ' app l icat ion ant isymme tr i ­
que en l a  l ib er ant d� l ' univo c i t� e t  d e  l a  l in�ar i t� , c e  qu i 
donne l i eu 1 l ' id�e d ' opérateur " atone " , dont vo i c i  l a d�fini ­
tion : '  

D� F I N I T I ON 2 .  Un opér a t eur A :  X + 2 Y a g i s s ant dans une dual i - o 

t� d ' e spac e s  vec tor i e l s  e s t d i t  a to n e  s i  

Un op�ra teur a tone maximal e s t un op�ra teur a tone qui n ' adme t 
pas d e s  extens ion� atorte s  propr e s . 

Quant a l a  di scus s ion des - oop�rateurs  a tones l e  l ec teur e s t  
pr i �  de consul ter l a  premi �re par t i e  d e  l ' ar t i c l e  c i t �  ci ­
d e s sus ; ic i nous ut i 1 i � ons ol a  m@me no tation . 

LEMME 1 .  La mon o to n i c i té� Za  mono tonic i té cy c Z ique � e t  Z ' a to ­

n ic i té 8ont 'in�arian t e 8  r é Z a tiveme n t  ¡ Z ' op lra t i o n  d e  réduc ­

t i o n . 

Dém . So i t  M I un r �dti i t  de  M� Alo r s  y C i ) E M x C i ) i = l  2 sont 1 1 l ' , 

� qu iva l entes  A l ' exis tenc e de deux vec t eurs u� l ) �t U ( 2 ) 

dans y 11 tels  que y � i ) E M(x � i ) + u C i » ) ,  i = 1 , 2 ,  e t  on  peut 

�cr ire  
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d '  on n· suit  que 's � M e s t  niono tone ou atorte M l en e s t o  aus s i . 
Un ar gumen t  tout a fa i t par e i ll e  démontre l ' invar ianc e de la  
mono tonic i té  cyc l iq'Uec .  

La  d i s cus s ion qui suit  e s t  indeperidente de  la  topo l o g i e  ma i s  
l e  l angua ge  'top o l o gique y e s t · s ouvent convenab l e . Done , cha -- I 
que fo i s que nous envisageons une dua l i t é , nous suppos erons 
, - .  

l e s  e sp ac e s  doué s de topo l o g i e s  d ' espaces  vector i e l s  compa t i -
b l e s  ayec l a  dua l ité ; l a  s eul e no tion  topo l o g i que dont i l  
aura  l i eu e s t  c e l l e  d ' adhér enc e  d ' un convexe , l aque l l e , comme 
on s a i t , e s t  indépendente de l a  topo l o gie  c ho i s ie . 

LEMME 2 .  So i t  X un e sp a c e  v e c to roi e L  e t  Y L ' e s p a c e  v e c to ro i e L de 

toutes  L e s  fon c tione U e s  L i néai roe s s uro X. mis en dua U t é p a ro  
- -

A A ' A  

La  ro é La ti o n  fo n c ti o ne U e . To u t  op éroa teuro mono tone  M :  X -+- Y dé�  
A 

-

fi n i  suro  un  e n s e mb L e  D (M) de p o i n ts affinement  i ndép e nde n t s  

adme t une  ex te n s i o n  d e  La  forme l + a.� . o�  l e s t  un  op ' roa -

teuro a to ne max ima L d e  doma i n  affD (A) ,  e t  . �  L a  fo nc tion  i ndi ­

ca tro i c e  de L ' e ns emb L e  � = c o D ( M) ; o n  p e u t  me ttroe  un op éroa teuro 

- c o ns tant  a L a  p L a c e  de A si  e t  s e u Leme n t  si  M e s t  cy c L i que ­

m e n t  m o no tone . 

D'm . Des  que l a  mono toni c i t é  peut �tre  expr imée par 

( 3 )  A "  " A t'� " t� 
, V xl ;x2 E D(M) , 'rJ Yl E MXl , V Y2 E MX2 , 

i l  exis te , pour toute  coup l e  ordonnée de po ints � l ' � 2 dans 
D (M) , une quan t i t é  s épara tr i c e h (x l ' x2 ) t e l l e  que 

( 4 ) <xl -X
2 'Yl> ;;;' h(xl ,x2) ;;;. <xl-x2 'Y2> , V 5\  E Qíc

l ' V 92 E �2 .. 

Si on échange l e  r61e  de x l  e t  �2 o n  ob t i ent 
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Pour tout x l ET D (M) f i xe l e s  v e c t eur s {x 1 - x 2  : x 1 ¡&x 2 ' X 2 E D(M)} 
fo rme n t  un s i s t eme l iné a i r ement indépend ent d o n t  l e s comb i na i ­
s o ns l iné a i re s  r emp l i s s e n t  un , e s p a c e  l i néa i r e  f ixe ne d ép e n ­
d a n t  p a s  d u  ch� i x d e  i 1 . I l - y - a  une s eul e fonc t i o ne l l e  l i néa i 
r e  sur c e t  e s pac e p r ennant l e s  v�l eurs k( x 1 , x 2 ) aux p o i n t s  
x 1 - x 2 , fo nc t io ne l l e  q u e  p eut e t r e  é t endue a l ' e s pac e ent i e r  
e t  rep�és e n t é e  par  u n  é l'ement Z l  E Y .  S e  I o n  c e t t e  c o n s truc t i on 

( 8 ) 

e t  par s u i t e  

( 9 ) 

Au tr eme n t  d i t ,  l ' app l i c a t i o n  
Al o r s , e n  ver tue d e  [ 1 , Lemme 
max ima l  A :  X + Y t e l  qúe Z E 
d é c oul e 

' .  

x + z d e  D ( M) dan s Y e s t  a to n e . 
3 . 2 ] i l  ex i s t e un o p é r a t eur a tone 
" A  A. " 
Ax , V x E D ( M) . D e  ( 6) e t  ( 9 ) i l  

c e  qui d i t  que 9'l - z l  e s t  une no rmal e e xt ér i eure  du c o nve xe 
� = c oD ( M) au p o int x l ' c ' e s t  a d i r e , que 9 1 - z 1  E a� � ( X 1 ) '  De 
ce que nou s  veno n s  de d i r e  il  su i t  

c e  qu ' e s t  p � é c i s ement  l a  p r emi e r e  p ar t i e  d e  l a  p r o po s i t io n  a 
démo nt r e r . 

Que l a  mo no t o n i c i t é cyc l i que s o i t  nec e s s a ir e  pour qu ' o n pu i s s e  
me t t r e  un o p ér a t eur c o ns tant a l a  pl a c e  d e  A e s t  c o n s é quenc e 
du fa i t  que a l o r s  A + a1/J� e s t  cycli quemen t ' mo no tone . Mon s trons  
ma i n t e nant \ l a  s u ff i s s a nc e e n  suppo sant , c o mme po i n t  d e  dépar t ,  
que M s o i t  c yc l i quement mo no tone . Sous c e t t e  c o nd i t io n  i l  e s t 
b i e n  c o nnu q.ue 
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ou l e  sup es t pr i s  par rappor t a toute s  l e s  s u i t e s  f iniés  
( xo ' Yo ) , ( xl ' Y l ) '  . . .  , (ik- I , Yk- l ) de  points  du  graphe de  M te -

l l e s  que io s o i t  un po int fixe e t  xk+ l = x ,  e s t  une fonc t ion  

convexe propre s emicont inue infér i eur ement dont  l a  sousdi ffé ­
rent i e l l e  e s t  une extens ion  dé M ,  c ' e s t  a d i r e , 

( 1 3 ) 

Comme ' tout sous espace  affine de  X e s t  fermé on a 
coD (M) e affD ( M) ,  e t  p ar suite , a c ause  de  l ' indépendenc e  l i ­
néa ire , tout x E coD (M) adme t une représ enta t i o n  univo que de  
. A . t A n A A 

l a  forme x = ¿ t . x . ,  ¿ t ;  = 1 ,  x ;  E D ( M) , i = 1 , 2 ,  . . .  , n .  D ' apr es  
O � � O � � 

c e t te r emar que on peut d é finir  une nove l l e  fonc t io n : 

n n 

O � � O 

A A n 
t .x .  E coD(M) , ¿ t .  

� � O � 
{ ¿ t . g(i . ) , s i  i = ¿ 

f(x) = 
. 

+ ca si  x r¡. coD(A) . 

No tons d ' abord que par cons truc t io n ,  

( 1 4 ) g ( i) = f (x) , 'rj x E D (M) , 

( 1 5 ) 
A A 

, 'rj x E X .  

1 ,  xl E D(A) , i = 1  , 2 ,  . .  ,n 

Des  que sur c o D (M) f e s t  une fonc t ion  affine e l l e  y c o i nc ide 
ave e une fonc t ion de  l �  fo rme <x , z > + cons t ,  et  o n  peut écr i ­
r e  

( 1 6 ) f ( x) = A A 
<x , z > + cons t 

en par ticul ier , f e s t  convexe propre s emicontinue infé r i eur e ­
ment o Ma i s  a lor s , f é tant une maj orante d e  g que c o inc ide  
avec e l l e  aux po ints  de D (M) ,  o n  dédu i t  

( 1 7 ) él g ( x) e él f (x) 

c e  qui entraine 
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" 
z + 'ti X E D (M) . 

Cornme r i en ne change s i  on  remplace  l C l � par la  c l as s e  Z des  
r e s tes  modulo · { ( affD ( M) ) T)l qui contient  � on  a démontré que M 
adme t \. une extens ion de la  forme A + 3 1jJó , OU A es t l ' opérateur 
mono tone maximal ( cons tant) qu i a tout po int de affD (M) fa i t  
correspondre Z .  

THfioR��E 1 .  Tou t  oplra teur mon o tone  maxima l M :  X + ZY  agi s s a n t  

dans  u n e  dua li té d ' e sp a a e s  v e a torie l s  que l a o nqu e s ' o b ti e n t  par 

r'dua t i o n  d ' un op 'ra teur de la  form e A + 31jJ� : i + Zi , o � A 
e s t  un  opera teur a to n e  maxima l e t  a1jJ� l a  s ous diff're n ti e l l e  

d e  l a  fo na tion  indi a a tr i a e  d ' un  aonvexe  fe rml �; s i  M e s  ay ­

a l i queme n t  mono  tone o n  peu t pre nde p o u r  A un op 'ra teur a o n s ­

ta n t o 

D'm . So i t  U un e space vec toriel  de dimens ion é gale  a la  card i ­
nal i té de  D (M) ,  V l ' e space  de  toutes  l e s  fonc t ione l l e s  l inéai ­
r e s  sur U ,  e t  Y l ' e spac e de  toutes  l e s  fonc tione l l e s  l inéa i ­
r e s  sur X .  A l ' a ide  d e  c e s  espace s  on  cons truit  deux nouve l s  
e spac es : X = X ES U ,  y. = y ES V ,  qu ' o n  me t e n  dua l i  té par l a  dua ­
l i té  induite  par c e l l e s  rél iant X e t  U avec  t e t  V respec t i -

" . , vement . De cette  fa�on Y repres ente l a  to tal ité  des fonc t ione -
" 

l l e s  l inéa ires  sur X .  Les· espac es  X e t  Y s eront pens és  comme 
plongés dans X et Y en l e s  identifiant avec X ES { O }  e t  Y ES { O }  
r espec tivement . L e  cadre !ixé , procédons maintenant a l a  cons 
truc t ion de A et 31jJ� . A par tir  d ' une appl icat ion u :  D (M) + U 
a valeurs affinement indépendente s , dont l ' exis tence e s t  a s s u ­
rée  par l e  tho ix  qu ' on a fai t  de  U ,  on envisage  l ' opéra teur 
" "  " 

M : X + ZY d�fini par l ' équat ion 

M(x  + u (x) ) = Mx . 

M e s t  mq�q.tone , car s i  xi = x i + u ( x i) ,  Y i E .Mxi 
alors  

� 

Mx p  i = l , Z , 

a cause de la monotonicité de M; son réduit , et , a fortiori , le réduit de 
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toute  extens ion a la dua l i té { X , Y , < , > } e s t  une ext ens ion mono ­
tone de  M ,  done é ga l e  a M en ver tue d e  l a  maxima l i té . F ina l e ­
ment , comme D C M) . = { x  + u Cx) I x E D C M) } e s t  un ens emb l e  aff in�_ 
ment indépendent , M s a t i s fa i t  aux hypo the s e s  du LemlIÍe 2 e t  par 
sui te  i l  adme t une extens ion  d e  l a  forme ¡ + a� X , dont M - p ar 
c e  que nous venons d e  d i r e - en e s t  l e  r édu i t .  S i  M e s t  cyc l i ­
quement mono tone M en e s t aus s i , e t  o n  peut cho i s ir ¡ entr e 
l e s  opér a t eurs cons tants . Le  théor eme e s t  démontr é . 

Pour l e s  opér a t eur s cyc l i qu ement mono tones  l e  théor eme que 
nous venons de démontrer n ' e s t  nul l ement une nouvauté , au con ­
trair e ,  i l  e s t  une vers ion a ffa ib l i e  de  l a  cons truc tion  qu i 
perme t  de  c a l cul er  la  sous d i ffér ent i e l l e  d ' une fonc t ion con ­
vexe a par t i r  d e  la  sousdi fférent i e l l e  d e  la  fonc t ion  indica ­
tr ice  de  s o n  ép i graphe . 

Nous avons fa i t  la  c ons truc t ion  de  ¡ e t  a� X a notre a i s e  en 
pr enant b e aucoup d ' espac e , en fa i t , X et  Y sont  des  e spaces  
enorme s . Évidement une t e l l e  amp l i tude n' est pas  touj our s néce� 
s a i r e  , comme on  vo i t  dans l e  ca s  cyc l i quement mono tone ou i l  
suffi t d ' a j outer  une s eul e d imens ion aux espac e s  o r i g inaux . 
E l l e  n ' e s t  non plus  dés irab l e , car dans c e t t e  immens i t é  on fi ­
n i t  pour perdre  l es propr i e t é s  s p e c i f i ques  des  opérateurs d e  
dépar t ; l a  cons truc t ion s era  au tant p l u s  ut i l e  l e  p l u s  a j us tée  
elle  r es te  des  donnés . Peut - e tre c e t  a j u s t ement ne s era  po s s i ­
b l e  qu ' en abandonnant l ' idée  d ' une représ entation  e n  faveur 
d ' une approxima t i o n  de l ' opérateur . 
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