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MEDIDA Y REPRESENTACION

DANIEL GLUSCHANKOF y MIGUEL TILLI

M.Cotlar dio en 1961 un curso sobre la teoria de representa-
cidén de grupos, publicado por la coleccidn '"Cursos y semina-
rios" del Departamento de Matemdtica de la FCEyN de la UBA
([Col). Al111 dedica una buena parte del trabajo a breparar
herramientas para el tratamiento general de la teoria de re-
presentacién de grupos a través de una idea original: la ge-
neralizacién de grupos a semigrupos "bajo el control" de una
relacidén de orden. Como puede sugerirlo la lectura de la in-
troduccién de ese trabajo, estamos frente a los prolegémenos
de una teoria general de la dimensidn.

-Aqui vamos a tomar un aspecto que creemos central en la teo-
ria de la representacién y su relacién con dos teoremas no
constructivos en el marco de una teoria axiomitica de conjun-
tos: el teorema de Hahn-Bahach (HB) y el del Ideal Primo (TIP).

Recordemos las formulaciones usuales de dichos teoremas:

HB: Sea S un subespacio de un espacio vectorial V, p: V > R

una funcional sublineal y f: S + R una funcional lineal
tal que f < p|S (para el orden heredado de R), existe en-

tonces una extensién f de f definida sobre todo V tal que

vale f < p.

TIP: Sea B un dlgebra de Boole, I C B un ideal propio, existe
entonces un ideal primo P C B tal que I C P.

Recordando la definicidn de objeto <myectivo para una categoria
C, decimos que A es inyectivo si dados objetos B y C en la ca-
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tegoria tales que B es subobjeto de C y existe una flecha
f: B >~ A, entonces existe una extensién de f, f: C - A.

Tenemos entonces que en la categoria U cuyos objetos son los
pares (V,p) (donde V es un espacio vectorial real y p es un
morfismo sublineal de V en R) y cuyas flechas son morfismos
compatibles con los p, el teorema de Hahn-Banach afirma
"(R,|id|) es un objeto inyectivo".

Andlogamente, se verifica sin dificultad que, dada un dlgebra
de Boole B.y dado un ideal primo P € B obtenemos un homomor -
fismo f: B - 2 dado por f = XB\P’ reciprocamente, todo morfis-

mo en el dlgebra de Boole 2 induce un ideal primo

(f_l(O)). Por "lo tanto se deduce que el teorema del ideal pri-
mo afirma, para la categoria de las dlgebras de Boole "2 es un
objeto inyectivo".

Si bien vemos que ambos teoremas afirman la inyectividad de
ciertos objetos en ciertas categorias, por lo demds pareceria
que se trata de teoremas esencialmente distintos, sin embargo
no es asi. Para verlo, escribiremos otra formulacidn equiva-
lente para cada teorema.

HB: Sea X un conjunto, I € P(X) un ideal propio. Existe una me
dida simplemente aditiva 1 sobre X a valores en el inter-
valo [0,1] tal que wu 1 = 0. (Esta formulacidén es debida a

W.A.J.Luxemburg, ver [Lu]).

TIP: Sea X un conjunto, I £ P(X) un ideal propio. Existe una me
dida simplemente aditiva p sobre X a valores en el conjun-
‘to {0,1} tal que ML T 0.

Es élaro,entonces, que vale la implicacidén TIP = HB, aunque la
reciproca no es vidlida (ver [Pi]).

Veamos ahora la relacidn que existe entre estos teoremas y la
teoria de representaciones:

El teorema de representacidén de Stone (equivalente a TIP) afir-
ma "Toda adlgebra de Boole es isomorfa a una subdlgebra de P(X)
para algin conjunto X adecuado'" y cuya demostracidn resulta
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esencialmente del diagrama

B f—— c(sp;(B),1) € P(Sp,(B))

Sp; (@)
—

1

donde i es un dlgebra de Boole cualquiera, Spi(B) es el conjun
to de los morfismos de B en i (en el caso i=2 se puede pensar
Sp,(B) = Sp(B) como el conjunto de los ideales primos de B) y
se define ¢ por ¢(b)(x) = x(b) (que en el caso i=2 puede pen-
sarse como XB\x(b)). La verificacibén de la inyectividad de ¢

no ofrece dificultades. Para verificar que ¢ es un epimorfismo,
tenemos que la definicidn categorial dice que ¢ es epi si y so-
lamente si Sp;(¢) es mono para toda algebra de Boole i. Sin
embargo, en nuestro caso particular basta con considerar

el caso i=2. Entonces, decir que Sp(¢) es un monomorfismo es

lo mismo que decir que B "distingue puntos', es decir, que si
X,y € Sp(B), x#y, existe entonces b € B tal que ¢(b) (x) #

# ¢(b) (y), o sea Sp(9) (x) = ¢~1(x) # ¢=1(y) = Sp.(¥) (¥).

Consideremos ahora X un compacto de Boole (de Hausdorff) cual
quiera, es dable proponerse el problema general: j;en qué con-
diciones una subdlgebra B de C(X,i) serd "densa", es decir, la
inyeccién ¢: B —— C(X,1i) serda un epimorfismo?. La respuesta
resulta ser la andloga al caso particular anterior: si y sola-
mente si Spi(w) es mono para el caso particular cuando i es 2
(es [0,11).

La compactacidn de Stone-Cech resulta esencialmente de lo ob-
servado arriba y la prueba de su existencia es equivalente
también a TIP.

La teoria general de la dualidad muestra que la cuestidn cen-
tral es el cardcter epimdrfico de ¢. En el caso tradicional
(Hausdorff) esto se traduce por denso, por lo que usaremos,
como abuso de notacidén la expresidn '‘denso" por epimdrfico.

Se puede observar que, considerando el caso del dlgebra de fun-
ciones C(X, [0,1]) en lugar de C(X,2), estamos en el teorema de
Stone-Weierstrass y, poniendo C(X,D) (D={z€C/ |z| <1}), resul-
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ta ser €l teorema de representacidén de Gel'fand para C*-élge—
bras.

Veamos, para un caso particular, como aparece la existencia de
medidas en estos teoremas: se trata de garantizar que existen

suficientes caracteres (morfismos.de algebra de B en el objeto
de representacidén de la categoria: 2, R, C).

Tomemos el caso de los R-espacios vectoriales reticulados (es-
pacios de Riesz).

En [Co] y [Co']l, Cotlar demuestra un teorema de extensi@Q de
funcionales para grupos abelianos ordenados (el que resulta
igualmente valido para espacios vectoriales ordenados), usando
el axioma de eleccidén. En [GT] probamos que dicho teorema es,
en realidad equivalente a HB. El esquema de la demostracidn es
como sigue: . »

Sea S un subespacio (de Riesz) de V, p: V - R un morfismo sub-
. lineal, f: S > R un morfismo (de orden) lineal acotado por p.

En [Co] y [Co'] se demuestra, en ZF (la parte constructiva de
la teoria de conjuntos de Zermelo-Fridnkel) que, para cada punto
g € V\S se puede construir una extensién (que preserva el or-
"den) de f definida sobre S U {g}.

Ahora,para cada sucesi6én finita x = (gl,...,gn) €V, (ordenada
por los subindices) podemos construir, iterando el procedimien
to de arriba, una'extensién'fx: Sux > R. '

Sea X = {x = (gl,...,gn)/gl,...,gn e V}.

Definimos una funcién F: V » R¥X poniendo:

£(g) si gesSux |
F(g) (x) := (**)
_ 0 si g#Sux

Para cada g,g' € V, definimos H(g) = x € X / g ¢ S U x}.

Sea I el ideal de P(X) generado por la familia (H(g))gsv.

Si I no fuera propio, existiria un elemento de X, x = (gl,”.,gnL
tal que LJH(gi) = X y por lo tanto tendriamos que x € H(g;) pa-
‘'ra algin i, 1 < i <n, contradiciendo la definicidn de H(g;).

Podemos entonces aplicar el segundo enunciado de HB y obtener
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una medida p tal que u(X) = 1 y u(a) = 0 cada vez que a € I.

Si gy g' €V, tenemos que {x € X / F(g+g') (x) #

# F(g) (x)+F(g') (x)} € H(g) U H(g') U H(g+g'), cuya medida es
cero. Entonces F es aditiva en casi todo punto (con respecto

a u). Andlogamente se garantiza la acotacidén por p y la accidn
de R. '

Como F(g) es, para cada g € V, una funcién acotada, definida
sobre X, se puede construir explicitamente (en ZF) una suce-
sién de funciones simples (fﬁnciones "escalera')

(gi)ieN: X -~ R que convergen uniformemente a F(g).

Entonces, para cada g € V, podemos definir una integral tipo
Lebesgue

>0

Jy F(g) (x)du := iim Sy g5 (x)du.

La integral de la derecha se debe interpretar, cuando g; es la
funcidn c.Xi, Y CX, c €R, como %(c.deu = c.u(Y).

Tenemos entonces las funciones v i Ll(XJ%X),uJQ ;i—+ R vy la
composicidén foF = fg F( )(x)du es una extensidén aditiva y de
orden de f a todo V.

Si consideramos ahora el caso reticulado, si bien el morfismo
original f era de Riesz (i.e. preservaba las operaciones de
reticulado), la extensidn f que preserva el orden, bien podria
no preservar infimos y supremos. Consideremos ahora el conjun-
to F = {f / f extiende a f como morfismo de orden} que resulta
ser un subconjunto convexo-compacto (ver [Lul) de la bola uni-
taria del espacio L(V,p). En [LS] se prueba.que f € F es extre
mal si y solamente si es de Riesz. Usando una forma fuerte del
teorema de Krein-Millman, se demuestra que existe alglin extre-
mal 'y, por lo tanto se concluye que existe una extensidn f de
f a todo V que preserva también las operaciones de reticulado.

Vale la pena mencionar que la conjuncidén de los teoremas no
. constructivos usados en esta demostracién (HB y la forma fuer-
te de Krein-Millman) es equivalente al axioma de eleccidn.
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