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M . Co t 1 ar d io en 1 9 6 1  un cur so sobre l a  t eo r ía d e  repr e s ent a 
c i6n de  grupo s ,  pub l icado por l a  co l ecc i6n " Cur s o s y s emina 

rio s "  del  Depart amento  de Mat emát ica de l a  F CEyN de  l a  UBA 
( [Co ] ) .  Al l í  ded ica una buena par t e  del trabaj o a preparar 
herram i ent a s  para e l  tratam i ento general  de  l a  t eoría de r e 
pre s entac i6n de  grupo s a trav é s  de  una idea or i g inal : l a  g e 
nera l i z ac i6n de  grupo s a s em igrupo s "baj o e l  contro l "  de  una 
relac i6n de orden . Como puede suger ir lo  l a  l ectura  de  l a  in 
troduc c i6n de  e s e  trabaj o ,  e s t amo s frent e a l o s  prol eg6meno s 
de una t eo r ía g enerai  de  l a  d imens i6n . 

. Aquí vamo s a t omar un aspecto  que creemo s c entr a l  en l a  t eo 
ría  de  l a  r epr e s entac i6n y su r e lac i6n con do s t eo r ema s no 
con struct ivo s en el mar co de  una t eo r ía ax iomát ica  de  conj un 
t o s : e l  t eo r ema d e  Hahn - Banach (HB )  y el del  I deal  Pr imo (T I P ) . 
Recordemo s l a s  formul a c iones  usua l e s  de  d icho s  t eo r ema s : 

HB : Sea  S un sube spac io de  un e spac io vector ial  V ,  p :  V + R 
una func ional sub l ineal y f :  S + R una fun c ional l ineal  

tal  que f � P i S (para el  orden her edado de R) , ex i s t e  en -

tonc e s  una ext en s i6n  f de f def inida sobre  todo V tal  que 
va l e  f � p .  

TIP : Sea  B un á l g ebra de Boo l e ,  1 � B un ideal  prop io , ex i s t e  

entonc e s  u n  ideal pr imo P � B t a l  que 1 � P .  

Recordando l a  d e f in ic i6n de  o bj e to iny e c t i v o  par a una cat egoría 
e ,  dec imo s que A es  iny e c t iv o  si  dado s obj eto s B y C en la ca -
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t egoría t a l e s  que B es sub�bj eto de e y ex i s t e  una f l echa 
f :  B -+ A ,  ent onc es  ex i s t e  una ·  ext en s ión d e  f ,  f :  e -+ A. 

Tenemo s entonc e s  que en l a  cat egor ía  V cuyo s obj eto s son l o s  
par e s  (V , p )  (donde V e s  un espac io vector ial  r e a l  y p e s  un 
mor f i smo subl ineal de  V en R) y cuya s fl echas  son mo r f i smo s 
compat ibl e s  con lo s p ,  e l  t eor ema de  Hahn - Banach a f irma 
" ( R ,  l id  1 )  es un obj  eto inyect ivo " . 

Análo gament e ,  s e  ver if ica s in dif icultad que ,  dada un á l g ebr a 
de  Boo l e  B · y dado un ideal  pr imo P S;; B obt en emo s un homomor 
f i smo f :  B + 2 dado por  f XB\ P '  r e c ípro cament e ,  todo mo rf is -

mo en el  á l g ebra de  Boo l e  2 induce un ideal pr imo 
- 1  . 

( f  ( O ) ) . Por 10 tanto s e  deduc e que el  t eorema del  ideal pr i -
mo a f irma , para l a  cat egoría  d e  l a s  á l g ebras  d e  Boo l e  " 2  e s  un 
obj eto  inyect ivo " . 

S i  b i en vemo.s que amb o s  t eorema s af irman l a  inyect iv idad de 
c i erto s obj eto s en c i ertas  categoría s , por 1 0  demá s par ec ería 
que s e  trata d e  t eoremas e s enc ia lment e d i s t into s ,  s in embar/go 
no es a s í . Para ver lo , e scr ib ir emo s otra  formulac ión equ iva 
l en t e  para cada t eorema . 

�B : Sea ·  X un conj unto , 1 S;; P (X)  un ideal pro p io . Ex i s t e  una me 
d ida s imp l ement e adit iva � sobr e X a val o res  en el  int er 
va lo [ 0 , 1 ]  t a l  que II I  r = O .  ( E sta  formulac ión e s  deb ida a 
W . A . J . Luxembur g ,  ver [Lu] ) .  

TIP : Sea  X un conj unto , 1 S;; P (X)  un ideal pro p io . Ex i s t e  una me 
d ida s impl ement e adit iva II sobre  X a va lor e s  en el  conj un 
t o  { 0 , 1 }  t a l  que ll l r  = O .  

E s  c l aro , entonc e s , que val e l a  impl icac ión T I P  .. HB , aunque l a  
recíproca no e s  vál ida (ver [ P i ] ) .  

Veamo s ahora  l a  r e l ac ión que ex i s t e  ent r e  e sto·s t eorema s y l a  
t eoría  d e  repr e s entac iones : 

El t eorema d�  r epr e s entac ión de  Stone ( e qu ival ent e a T IP ) af ir 
ma "Toda á l g ebra de  Boo l e  es  i somorfa  a una subá l g ebra de  P ( X) 
para a l gún conj unt o X adecuado " y cuya demo s trac ión r e sulta  
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e s enc ialment e de l  d iagrama 

B __ --'-<{J __ -+I C ( Sp . (B ) , i ) � P (Sp . ( B )) 1 1 �Pi.(<{J/ 
1 

donde i e s  un á l g ebra de Boo l e  cua l qu i era , S P i ( B )  e s  e l  conj u� 
to  de l o s  mo r f i smo s  de B en i ( en e l  c a so i= 2 s e  puede pensar 
SP 2 ( B )  = Sp ( B )  como e l  conj unt o  de  los  ideal e s  pr imo s  de  B )  y 
s e  def ine <(J por «J ( b )  (x)  = x (b )  ( que en el caso  i= 2 puede pen 
sar s e  como XB\ x (b ) ) . La ver if icac ión de la inye ct iv idad de <{J 
no o fr e c e  d i f icultade s .  Para ver if icar que <{J e s  un ep imo r f i smo , 
t enemo s que l a  definic ión categor ial  d i c e  que <(J e s  ep i s i  y so 
l ament e s i  SP i (<{J ) e s  mono para t oda á l g ebra de  Boo l e  i .  S in 
embargo , en nue stro caso  part icular ba s t a  con cons iderar 
el  caso i= 2 .  Entonc e s , dec ir que Sp (<{J ) e s  un monomo r f i smo es 
lo mi smo que 
x , y  E S p (B ) , 
f «J (b )  ( y ) , o 

decir que B "d i s t ingue punt o s " ,  e s  dec ir ,  que s i  
xfy , ex i s t e  entonc e s  b E B t al que «J ( b )  (x)  f 
sea  Sp (<{J ) (x) = «J - l (x)  f «J - l (y)  Sp . (<{J ) (Y ) . 1 

Con s ider emo s ahora X un compacto  de  Boo l e  (de  Hau sdor ff) cual 
qu iera , e s  da b l e  proponer s e  el  probl ema general : ¿ en qué con 
d ic ion e s  una subálgebra B de  C ( X , i )  s erá " d en sa " , e s  dec ir , l a  
inyecc ión <{J : B '---+ C (X , i )  s erá un ep imo r f i smo ?  L a  r e spuesta  
r e sulta  s er l a  análoga  a l  c a so part icular  ant er ior : s i  y so l a 
ment e s i  S p . (<{J ) e s  mono par a e l  caso  par t icular  cuando i e s  2 , 1 
( e s  [ 0 , 1 ] ) .  
La compactac i ón de  Stone - fech r e sulta  e s enc ialment e de  lo  o b 
s ervado arr iba y l a  prueba de  s u  ex i s t enc ia e s  equ ival ente  
t amb i én a T I P . 

La t eoría  general de  l a  dual idad muestra  que l a  cue s t ión c en 
tral  e s  e l  carác t er ep imórf ico  d e  <{J .  En e l  caso  tradic iona l 
(Hausdorff )  esto  s e  traduce  por denso , po r l o  que usaremo s ,  

como abuso de  no t ac ión l a  expr e s ión "d enso " por ep imó r f ico . 

S e  puede obs ervar que , cons iderando el ca so del  á l g ebra de fun 
c ione s C ( X ,  [ Ó , 1 1 ) en lugar de  C ( X ,  2 ) , e s t amo s en e l  t eo r ema de  
Stone -We i er s t r a s s  y ,  pon iendo C (X ,D) (D  = {z  E C / I z l  ";;; 1 } ) ,  r e sul -
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ta s er el t eo r ema de r epr e s entac i6n " de  Ge1 ' fanrl para C * - á 1 g e 
bras . 

Veamo s ,  para un caso  part icular , cómo apar ece  la  ex i s t en c i a  d e  
med idas en e s t o s  t eo r ema s : s e  trata  d e  gar�nt i zar  que ex i s t en 
suf ic ient e s  c arac t er e s  (morf ismo s . de á l g ebra de  B en el  obj eto  
de  repr e s entac i6n d e  la  cat egorí� :  2 ,  R ,  C ) . 

Tomemo s e l  caso  d e  l o s  R - e spac ios  vecto r ia l e s  ret iculado s ( e s 
pac io s de Ries z ) . 

En [ Co ]  y [ Co ' ] , Co t l ar demuestra  un t eo r ema de  ext en s i6n de  
\ 

func iona l e s' para grupo s ab e1 iano s ordenado s ( e l  que r e sulta  
igualment e vá l ido para  espac io s vector ial e s  ordenado s ) , usando 
el  ax ioma de  e 1 ec c i6n . En [ GT ]  probamo s que d icho t eo r ema e s , 
en real idad equ ival ent e a HB . El  es quema de  l a  demo s trac i6n e s  
como s igue : 

Sea S un sub,espac io ( de  R ie s z )  de  V ,  p : V -+ R un mor f i smo sub 
l ineal , f :  S -+ R un mo rfi smo (de orden)  1 in ea1  acotado por p .  
En [ Co ]  y [ CO l ]  s e  d emuestra , en Z F  ( l a  par t e  construct iva de  
la  t eoría de  conj unto s  de Z erme1 0 - Fr anke 1 )  que , para c'ada punto 
g E V\ S  s e  puede cons t ru ir una ext en s ión ( que  pr e s erva e1 or -

" den ) de f defin ida sobre  S U { g } . 

Ahora , para cada suc e s i6n f inita  x = ( g l , . . .  , gn ) � V ,  (ordenada 
por los subínd i c e s )  podemo s construir , i t erando e l  proc edimie� 
to de  arr iba , una ' ext ens ión ' f : S u x -+ R .  x " 
Sea X = {x  = 

Def in imo s una 

( gi , . . .  , gn ) /g l , . . .  , gn E V} . 

func i6n F :  V -+ RX poni endo : 

: = { :x ( g )  s i  g E 
F ( g) (x )  

s i  g � 
S U x 

( * * ) 
S U x 

Para cada g , g '  E V ,  def in imo s H ( g )  = {x E X / g é S U x } . 
S ea 1 el  ideal d e  P ( X )  generado por la  fami l ia (H ( g ) ) g EV ' 

S i  1 no fuera prop io , ex i s t iría un el emento d e  X ,  x = (gl ' " . , gn)' 
tal  que U H ( g i ) = X Y por 10  tanto t endr íamo s que x E H ( g i ) pa -

' ra algún i ,  1 "� i  � n , contrad i c i endo l a  defin ic ión de  H ( g i) '  

Podemo s entonc e s  apl icar e l  s egundo enunc iado de  HB y obt ener 
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una medida ]J t a l  que ]J (X )  = 1 Y ]J (a )  = O cada  ve z  que a E 1 .  

S i  g Y g ' E V , tenemo s que { x  � X / F ( g+g ' ) (x)  f 
f F ( g ) (x) + F ( g ' ) (x ) } S;; H ( g ) U H (g ' )  U H ( g+g ' ) , cuya med ida e s  
c ero . Entonces  F e s  ad i t iva e n  cas i todo punto  ( con r e sp ecto  
a ]J ) . Análo gamente  s e  garant i z a  la  aco tac ión por p y la  acc ión 
de  R .  

Como F ( g ) e s , para cada g E V , una func ión acotada , def in ida 
sobre X,  se pu ede cons truir exp l í c i t ament e ( en ZF)  una suc e 
s ión de  func ion e s  s imp l e s  ( func ione s  " e sc a l era" ) 
( g i ) i €N : X +  R que convergen un iformement e a F ( g ) . 

Entonc e s , para cada g E V ,  podemo s defin ir una int egral  t ipo 
Lebesgue  

Ix F ( g )  (x )  d]J : = 1 im Ix g i (x)  d]J . 
i+oo 

La int egra l d e  l a  derecha s e  debe int erpr etar , cuando g í e s  l a  
func ióri c ' Xi , y � X ,  c E R ,  como � c . Xyd]J = c . ]J (Y ) . 

Tenemo s entonc e s  l a s  func iones V � L 1 (X, P (X) , ]J , R) L R Y l a  
compo s ic i6n  I o F = � F (  ) (x) d]J es  una ext en s ión adit iva y de 
orden de  f a todo V .  

S i  cons ideramo s ahora e l  caso  r e t i cul ado , s i  bien e l  mo r f i smo 
or iginal f era d� R i e s z  ( i . e . pr e s ervaba la s  operac ion e s  de 
ret iculado ) , la ext en s ión f que pr e s erva e l  orden , b i en podr ía 
no pres ervar ínf imo s y supremo s . Cons ideremo s aho r a  el  conj un 
to  f = { f  / f ext i ende a f como mo r f i smo de  or den } que r e sulta  
s er un subconj unto  convexo - compacto (ver [Lu] ) de  l a  bo l a  un i 
taria  del  espa c io L (V , p ) . En [LS ]  s e  prueba que f E f e s  ext r� 
ma l � i  y s o l �mente  s i  e s  de R ie s z . Usando una fo rma fuert e  del  
t eorema de  Kre in -Mil lman , se  demuestra  que ex i s t e a l gún ext r e 
mal y ,  por l o  t arito s e  conc luye que ex i s t e  una ext ens ión f d e  
f a todo V que pr e s erva t amb ién l a s  operac ion e s  d e  r e t iculado . 

, Val e  l a  pena menc ionar que l a  conj unc ión de l o s  t eo r ema s no 
construct ivo s u sado s en e s t a  demo strac ión (HB y l a  forma fuer 
t e  de Kr e in - Mil lman) e s  equ ival ent e al  ax ioma de el ecc ión . 
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