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CONSECUENCIAS DEL TEOREMA "TOPOLOGICO" DE HELLY

BEATRIZ AMBROSIO

Abstract . The topological version of Helly*s Theorem, published in 1930, remains almost
unexploited, in constrast with its geometrical counterpart. The purpose of this paper is to use this
remarkable theorem to obtain a new proof of Krasnoselsky‘s Theorem in the plane as well as
several other results regarding finitely starshaped sets.

1. Introducci6n. Resultados bésicos. :

El teorema de Helly en su versién "topolégica' [3] ha sido muy poco empleado, en contraste
con la version cléasica [2], de la cual hay muchas extensiones, generalizaciones y aplicaciones.
El propésito de este trabajo es dar una nueva demostracion del teorema de Krasnoselsky en el
plano, asi como varios resultados acerca de conjuntos finitamente estrellados, utilizando esta
version "topolégica" de Helly y una variante simplificada en el plano, demostrada por Molnéar

- [5] en 1956. '

Denotaremos con (x,y) al segmento abierto de extremos x e y. El agregado de uno o ambos
extremos se indicard cambiando el paréntesis correspondiente porun corchete cuadrado. Diremos
que x ve o y via S si [x,y] € S. La estrella de x en S es el conjunto st (x,S) de todos los puntos
de S que ven a x via S. Diremos que t € S es un punto radiante de Ssist (t,S) =S . El mirador
de S es el conjunto de todos los puntos radiantes de S. Diremos que S es estrellado si mir S # @.
En cambio, S seré finitamente estrellado si para todo subconjunto finito M S existe un punto
x €.S que ve a cada uno de los puntos de M via S. Precisamente, el estudio de los conjuntos
finitamente estrellados que no son estrellados serd el tema principal del Gltimo pardgrafo de este
trabajo. La cipsula convexa de S se denotara conv S. Un conjunto S es L, (donde n es un nimero
natural), si para cada par de puntos de S existe una poligonal de, a 1o mas, n lados que une dichos
puntos y esté incluidaen S.

Salvo mencién en contrario, los conjuntos que se definirin a continuacién serin
subconjuntos: del espacio_euclideo n-dimensional R™ . Diremos que S es contrdctil si la
aplicacién idénticade S en S es homotdpica a la aplicacién constante. Un subconjunto S del plano
serd simplemente conexo si toda curva cerrada en S es contractil. Una célula de homologia es un
conjunto S compacto, no vacio y homoldgicamente trivial en todas las dimensiones, es decir que
los grupos de homologia de S son triviales en todas las dimensiones.

Vamos a enunciar a continuacién tres teoremas importantes a los que haremos abundante
referencia a continuacién. El primer resultado es el conocido teorema de Helly sobre
intersecciones de familias de conjuntos convexos. Es, seguramente, el teorema mds importante
de la Teoria de Convexidad. El segundo teorema también pertenece a E. Helly, y es una
generalizacion topoldgica del primero. Es el resultado aludido en el titulo de esta nota. El tercer
teorema es una version simplificada del teorema "topolégico" de Helly, demostrada por Molnér,
y vélida solamente en el plano.
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Teorema 1.1 ( Helly, [2]) Sea F una familia de conjuntos convexos compactos de R" que
contiene por lo menos n + 1 miembros.Una condicién necesaria y suficiente para que F tenga
interseccién no vacia es que todas las subfamilias de n + 1 miembros de F tengan interseccién
no vacia.

Teorema 1.2 (Helly, [3]) Sea F una familia de conjuntos de R" tal que la interseccién de
cualquier subfamilia de hasta n elementos de F sea una célula de homologia y la interseccién
de n+1 miembros de F sea no vacia. Entonces la interseccién de todos los miembros de F es una
célula de homologia.

Teorema 1.3 (Molndr, [5]) Sea F una familia de conjuntos compactos y simplemehte
conexos del plano, tal que la interseccién de cada dos elementos de F sea simplemente conexa,

y la interseccién de cada tres sea no vacia. Entonces la interseccién de todos los elementos de
F es no vacia.

2. Nueva demostracién del teorema de Krasnoselsky en el plano.
El Teorema de Krasnoselsky, demostrado en 1946 [4], es un resultado central que permitié
estructurar la Teoria de Conjuntos Estrellados. Enunciamos a continuacién la versién
bidimensional de este famoso teorema.

Teorema 2.1 (Krasnoselsky, [4]) Sea S un subconjunto compacto del plano. S es estrellado
si’y solo si toda terna de puntos de S es visible via S desde un punto comiin.

Si observamos que el mirador de un conjunto es la intersecci6n de las estrellas de sus puntos,
resulta evidente que la demostracién de este teorema se obtiene aplicando el teorema 1.1 a la
familia de las estrellas de los puntos de S. Sin embargo, dichas estrellas pueden no ser convexas.
Krasnoselsky resuelve la dificultad técnica mediante el siguiente lema, de demostracién
€ngorrosa.

Lema 2.2 (Krasnoselsky, [4]) Sea S un subconjunto cerrado del plano,x e R* ey € S tales
que [x,y ] no estd incluido en S. Entonces existe un punto z € S y una recta que pase por z 'y
separe a x de st(z,S).

Este lema implica de manera casi inmediata que mir S es la interseccién de todos los
conjuntos K = conv (st (x,S)) con x € S. Estos conjuntos son claramente convexos y compactos,
y el teorema 1.1 resulta aplicable a dicha familia. Sin embargo, resulta natural preguntarse si no
seré posible obtener el teorema 2.1 aplicando directamente el teorema 1.2 a la familia de estrellas
de puntos de S. Eso es precisamente lo que haremos en el resto de este paragrafo.

Lema 2.3 Sea S un subconjunto compacto del plano tal que toda terna de puntos de S es
visible via S desde un punto comiin. Entonces ¥ x € S es st(x,S) un conjunto compacto y

simplemente conexo. Mds aiin, para todo par {x ; y} S la interseccién st(x,S) N st(y,S) es
simplemente conexa.

Demostracién: De la compacidad de S se deduce de inmediato la compacidad de st(x,S),
cualquiera sea x € S. Sea C una curva simple cerrada incluida en st(x,S), A la regi6n abierta y
acotada encerradapor C,yz € A. Denotemos L (x,z) a la recta que pasa por x y por z. Entonces
la interseccién C N L(x,z) contiene al menos dos puntos z, y z, tales que z estientre z, y z, .
Ademads, como estos puntos estin en la estrella de x, resulta que [z;,x] © S y [z,,x] c S. Pero z
debe estar contenido en uno de esos dos segmentos, luego [z,x]  S. Esto a su vez implica que
A cst(x,S), de donde se deduce que st(x,S) es simplemente conexa. Andlogamente, si C es una
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curva simple cerrada incluida en la interseccién st(x,S) M st(y,S), la regién abierta y acotada A
encerrada por C estar4 incluida tanto en st(x,S) como en st(y,S), y por lo tanto en su interseccion.
Entonces, dicha interseccién resulta ser simplemente conexa.

Demostracién del teorema 2.1: Es.claro que si S es estrellado toda terna de puntos de S
es visible desde cualquier punto del mirador. Reciprocamente, si se cumple la condicion de
Krasnoselsky para las temas de puntos de S, dicho conjunto satisface las hipétesis del Lema 2.3.
Pero entonces, la familia

F={stxS) | xes}

cumple las hipétesis del teorema 1.3 de Molndr, luego la interseccién de todos los miembros de
F es no vacia, y por lo tanto S seré estrellado.

3. Nueva demostracién de un resultado de M. Breen.

Observemos que en la demostracién del teorema "topoldgico" 1.2 de Helly en el plano, o lo
que es lo mismo, el teorema 1.3 de Molnir, la hipétesis de compacidad de los elementos de la
familia solo se usa para a) Asegurar que los elementos de F y las intersecciones de pares de
esos elementos sean conexos por arcos; b) Aprovechar la propiedad de interseccién finita de los
conjuntos compactos para asegurar que la inteseccién de todos los elementos de F sea no vacia.
Por lo tanto, si aplicamos una demostraci6n anéloga a la de dicho teorema es posible probar el
siguiente resultado:

Lema 3.1 Sea F una familia de conjuntos simplemente conexos del plano tal que la
interseccién de cada par de miembros de F sea simplemente conexa'y conexa por arcos, y la
interseccién de cada terna de miembros de F sea no vacia. Entonces la interseccion de
cualquier subfamilia finita de F es no vacia.

Veamos un sencillo resultado preparatorio que nos permitird aplicar el lema previo a la
familia de estrellas de puntos de un conjunto finitamente estrellado para obtener una nueva
demostracién del teorema de M. Breen aludido en el titulo de este paragrafo.

Lema 3.2 Sea S un conjunto simplemente conexo del plano. Entonces la interseccién de las
estrellas de dos puntos cualesquiera de S es un conjunto L, . ’

Demostracion: Seanx; € S, X, € S, S;; =st(x;, S) Nst(x, ,S) ,y € Sy; , z € §),,L(zy)
la recta determinada por estos dos puntos. Debemos determinar una poligonal de, a lo sumo, dos
segmentos que tenga un extremo en z y el otro en y, y que esté incluidaen S,,. Si[y,z] €S, no
hay nada que demostrar. Consideremos entonces tres alternativas:
(i) x, y x, estén en distintos semiplanos respecto de L (z,y). Llamemos

p=Ix;,zZlVlz,x]U[x;,ylUly,x].

Esta poligonal es una curva simple cerrada incluida en S, y , a fortiori, en S que es
simplemente conexo. Por lo tanto, si llamamos A a la region abierta y acotada encerrada porp ,
resulta que [y,z] € A que a su vez esti incluida en S. Razonando de la misma forma con la
poligonal p, =[x, ,y] Uly,z] U [z, x,] obtenemos que

[y,zlcconv ({x;;y;z}) Cst(x;,S).
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Si en este Gltimo argumento sustituimos x, por x, todo sigue siendo vélido. La conjuncién
de las dos conclusiones implica que [y,zZ] €S, .

(ii) x; y x, estdn en el mismo semiplano respecto de L(y,z) y uno de los dos puntos con
subindice esté en la capsula convexa de los otros tres puntos. Supongamos, sin restriccién de
generalidad, que

x, €conv ({x,;y;z)).

Designando con p y A alos conjuntos defimdos en la alternativa anterior, resulta que

AcSy(y, leu[xz,z])CSu

(iii) x1 y x2 estén en el mismo semiplano respecto de L(y,z), pero ademés vale (y,x;) N
(z, x;) 2@ o bien (y, x;) N (z,x;) #D . Sin restriccién de generalidad, supongamos que 3 w
€ (y,Xy) N (2, x,). La poligonal [x, , wJu [w, y] U [y, X,] es una curva cerrada en S. Por lo
tanto conv ({y ; w ; x;}) c S. Esto implica que [y, w] c st (x, , S). Pero por construccién vale
[y,wlcly,x;]cst(x, ,S). Entonces [y, w] = S,, . Con un razonamiento analogo resulta que
[w, z] © S, . En definitiva, la poligonal [y, w] U [w, z] estd incluida en S;, .

Teorema 3.3 (M. Breen, [1]) Sea S un subconjunto del plano que verifica intclS - S = Q.
S es finitamente estrellado si y solo si toda terna de puntos de S es visible via S desde un punto
comiin.

Demostracién: En un lema previo a la demostracién de su teorema, M.Breen prueba que
si S es un subconjunto del plano con las hipStesis del presente teorema, S es simplemente conexo.
Usando este resultado es posible aplicar el Lema 3.2 al conjunto S. Por lo tanto la interseccion
de las estrellas de dos puntos cualesquiera de S es conexa por arcos. Razonando como en el Lema
2.3 (donde la compacidad no se usa en la Gltima parte de la demostraci6n) resulta que en S cada

estrella es simplemente conexa, y la interseccion de dos estrellas cualesquiera tamblen lo es.
Entonces la familia

F = {st(x,S)Ixe S}

satisface las hip6tesis del Lema 3.1. Por lo tanto, toda subfamilia finita de F tiene interseccién
no vacia. Pero esto es lo mismo que afirmar que S es finitamente estrellado.

4. Conjuntos finitamente estrellados.
SeaScR",p € S. Diremos que S tiene visibilidad acotada en p si el conjunto st (p,S) es
acotado. S tiene visibilidad acotada si tiene visibilidad acotada en cada uno de sus puntos.
Denotaremos con S, ; a la superficie esférica unitaria centrada en el origen.

Teorema 4.1 Sea S un conjunto cerrado, estrellado y no acotado de R" , y x un punto

radiante de S. Entonces existe una semirrecta con origen en x e incluida en S.
Demostracién: Sea x € mir S. Para cada u € S, , se puede definir

p@)=sup{A>0 | x+2ues}.

Supongamos que S no contiene semirrectas con origen en x. Entonces , para todo u € S, vale
p (u) <+ .Ahora bien, como S no es acotado,

VkeN3Ju €S, talquep (u)>k.
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Como S,, es compacta, existe al menos un punto uyde acumulacion de la sucesién {u}. Pero
p (ug)= p <+ . Sea z, = X + 2p u . A partir de un cierto indice k en adelante la sucesién {z}
estd en S, y el punto zy= x + 2 p u, es un punto de acumulacion de dicha sucesién. Pero, por
construccién, z, no pertenece a S. Esto contradice el hecho de ser S cerrado. Entonces existird
al menos un u € Sp-1 tal que p(u) = + o . Entonces

{yeR"ly=x+AucondeR"}
es una semirrecta con origen en x e incluidaen S.

Corolario 4.2 Sea S un subconjunto cerrado de R'. Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

(i) S tiene visibilidad acotada. (i i) S no incluye semirrectas.

Demostracién: (i) = (i i). Si S incluyera una semirrecta, la estrella del origen de dicha
semirrecta no seria acotada, contradiciendo (i) . (i i) = (i) . Para todo x € §, st(x, S)esun
conjunto cerrado, estrellado y que no contiene semirrectas. Por el contrarreciproco del Teorema
4.1 resulta que st(x,S) debe ser acotado.

Corolario 4.3 Sea K un conjunto convexo y cerrado de R". K no es acotado si y solo si K
contiene al menos una semirrecta con origen en cada uno de sus puntos.

Demostracién: Es evidente que si K contiene una semirrecta no es acotado.
Reciprocamente, como K es convexo, mir K = K. Aplicando el Teorema 4.1 al conjunto K resulta
la existencia de una semirrecta con origen en cada punto de K, e incluida en K. :

Teorema 4.4 Sea S un subconjunto de R", cerrado, finitamente estrellado y de visibilidad
acotada. Entonces S es compacto y estrellado.

Demostracién: Sea F = {st (x , S) | x € S }. Como S es de visibilidad acotada y cerrado,
cada miembro de F resulta compacto. Pero como S es finitamente estrellado, toda subfamilia
finita de F tiene interseccion no vacia. Por la propiedad de intersecci6n finita de los conjuntos
compactos, la interseccién de todos los miembros de F resulta ser no vacia. Es decir que S es
estrellado. Sea x un punto radiante de'S. Entonces S = st(x , S) que es un compacto.

Corolario 4.5 Un conjunto de R" que sea cerrado, finitamente estrellado y no acotado
debe incluir semirrectas. _

Demostraciéon: Si S no incluyera semirrectas resultaria de visibilidad acotada por el
Corolario 4.2. Pero en tal caso se podria aplicar el Teorema 4.4 y S seria compacto,
contradiciendo una de las hipdtesis.

Vamos a terminar esta nota con un resultado que mejora el Teorema de Krasnoselsky en el
plano, enunciado aqui como Teorema 2.1.

Teorema 4.6 Sea S un subconjunto cerrado del plano que no incluye semirrectas. S es
estrellado si y solo si toda terna de puntos de S es visible via S desde un punto comiin.

Demostracion: Si S es estrellado, la condicion de Krasnoselsky se cumple trivialmente.
Reciprocamente, sea S un conjunto cerrado, sin semirrectas y que verifica la condicién de
Krasnoselsky sobre visibilidad de ternas. Entonces int ¢l S - S = @ y el Teorema 3.3 de Breen
es aplicable. Luego S resulta ser finitamente estrellado. Pero ademés S debe ser de visibilidad
acotada segiin el Corolario 4.2. Es decir que estamos precisamente en las hiptesis del Teorema
4.4. Luego S es estrellado.
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