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CONSECUENCIAS DEL TEOREMA -TOPOLOGICO· DE HELL Y 

" BEA TRIZ AMBROSIO 

Abstract. The topological verSion of Helly·s Theorem, published in 1930, remains almost 
unexploited, in constrast with its geometrical counterpart~ The purpose of this paper is,to use this 
remarkable theorem to obtain a new proof of Krasnoselsky's Theorem in the plane as well as 
several other results regarding finitely starshaped sets. 

1. Introducci6n. Resultados bAskos. 
EI teorema de Helly en su version "topologica" [3] ha side muy poco empleado, en contraste 

con la version clasica [2], de la cual hay muchas extensiones, generalizaciones y aplicaciones. 
EI proposito de este trabajo es dar una nueva demostracion del teorema de Krasnoselsky en el 
plano, asi como varios resultados acerca de conjuntos finitamente estrellados, utilizando esta 
version "topologica" de Helly y una variante simplificada en el plano, demostrada por Molnar 

. [5] en 1956. . 
Oenotaremos con (x,y) al segmento abierto de extremos x e y. El agregado de uno 0 ambos 

extremos se indieara cambiando el parentesis correspondiente porun corchete cuadrado. Oiremos 
que x ve a. y viaS si [x,y] c S. La estrella de x en S es el conjunto st (x,s) de todos los puntos 
de Sque ven a x via S. Oiremos que t e S es un punto radiante de S si st (t , S) - S . El mirador 
de S es el conjunto de todos los puntos radiantes de S. Oiremos que S es estrellado si mir S ~ 0. 
En cambio, S seraftnitamente estrelLado si para todo subconjunto finito M c S existe un punto 
xe S que ve a cada uno de los puntos de M via S. Precisamente, el estudio de los conjuntos 
finitamente estrellados que no son estrellados sera el tema principal del ultimo paragrafo de este 
trabajo. La capsula convexa de Sse denotara conv S. Un conjunto S es LII (donde n es un numero 
natural), si para cada par de puntos de S existe una poligonal de, a 10 mas, n lados que une dichos 
puntos y eslA incluida en S. 

Salvo .mencion en contrario, los conjuntos que se definiran a continuacion seran 
subconjuntos delespacio,euclideo n-dimensional Rn• • Diremos que S es contractU si la 
aplicacion identica de S en S es homotopica a la aplicacion con stante. Un subconjunto S del plano 
sera simplemente conexo si toda curva cerrada en S es contractil. Una celula de homologfa es un 
conjunto S compacto. no vado y homologicamente trivial en todas las dimensiones, esdecir que 
los grupos dehomologia de S son triviales en todas las dimensiones. 

Vamos a enunciar acontinuacion tres teoremas importantes a los que haremos abundante 
referenda a continuacion. EI primer resultado es el conocido teorema de Helly sobre 
intersecciones de familias de conjuntos convexos. Es, seguramente, el teorema mas importante 
de la Teona deConvexidad. El segundo teorema tambien pertenece a E. Helly, y es una 
generalizacion topologica del primero. Es el resultado aludido en el titulo de esta nota. EI tercer 
teorema esuna version simplificada del teorema "topologico" de Helly, demostrada por Molnar, 
y valida solamente enel plano. 
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Teorema 1.1 ( Helly, [2]) Sea F unafamilia de con juntos convexoscompactos de Rft que 
cont;ene por 10 menos n + 1 miembros.Una condicion necesaria y suficiente para que F tenga 
interseccion no vacfa es que todas las sub/amilias de n + 1 miembros de F tengan interseccion 
novacfa. 

Teorema 1.2 (Helly, [3]) Sea F una familia de con juntos de Rft tal que la interseccion de 
cualquier subfamilia de hasta n elementos de F sea una dluia de homolog£a y la interseccion 
de n+ 1 miembros de F sea no vac£a. Entonces la interseccion de todos los miembros de F es una 
cetula de homologia. 

Teorema 1.3 (Molnar, [5]) Sea F una familia de con juntos compactos y simplemente 
conexos del plano, tal que la interseccion de cada dos elementos de F sea simplemente conexa, 
y la intersecciOn de cadatre's sea no vacfa. Entonces la interseccion de todos los elementos de 
F es no vacfa. 

2 • Nueva demostraci6n del teorema de Krasnoselsky en el plano. 
El Teorema de Krasnoselsky, demostrado en 1946 [4], es un resultado central que permiti6 

estructurar la Teoria de Conjuntos Estrellados. Enunciamos a continuaci6n la version 
bidimensional de este famoso teorema. 

Teorema 2.1 (Krasnoselsky, [4]) Sea Sun subconjunto compacto del plano. S es estrellado 
si y solo si toda terna de puntos de S es visible via S desde un punto com un. 

Si observamos que el mirador de un conjunto es la intersecci6n de las estrellas de sus puntos, 
resulta evidente que la demostraci6n de este teorema se obtiene aplicando el teorema 1.1 ala 
familia de las estrellas de los puntos de S. Sin embargo, dichas estrellas pueden rio ser convexas. 
Krasnoselsky resuelve la dificultad tecnica mediante el siguiente lema, de demostraci6n 
engorrosa. 

Lema 2.2 (Krasnoselsky, [4]) Sea S un subconjunto cerrado del plano, x E R2 eye Stales 
que [x,y ] no esta incluido en S. Entonces existe un punto Z E S y una recta que pase por z y 
separe a x de st(z,S). 

Este lema implica de manera casi inmediata que mir S es la interseccion de todos los 
conjuntos Kx- cony (st (x,S» con XES. Estos conjuntos son claramente convexoS y compactos, 
yel teorema 1.1 resulta aplicable a dicha familia. Sin embargo, resulta natural preguntarse si no 
sera posible obtener el teorema 2.1 aplicando directamente el teorema 1.2 a la familia de estrellas 
de puntos de S. Eso es precisamente 10 que haremos en el resto de este paragrafo. 

Lema 2.3 Sea S un subconjunto compacto del plano tal que toda terna de puntos de S es 
visible via S desde un punto comun. Entonces 'r/ XES es st(x,S) un con junto compacto y 
simplemente conexo. Mas aun, para todo par {x ; y} c S la interseccion st(x,S) (') st(y,S) es 
simplemente conexa. 

Demostraci6n: De la compacidad de S se deduce de inmediato la compacidad de st(x,S), 
cualquiera sea XES. Sea C una curva .simple cerrada incluida en st(x,S), A la regi6n abierta y 
acotada encerrada por C, y z E A. Denotemos L (x,z) a la recta que pasa por x y por z. Entonces 
la intersecci6n C (') L(x,z) contiene al menos dos puntos Zl y ~ tales que z esta entre Zl y ~. 
Ademas, como estos puntos estan en la estrella de x, resulta que [ZI'X] C S y [~,xl C S. Pero z 
debe estar contenido en uno de esos dos segmentos, luego [z,x] c S. Esto a su vez implica que 
A c st(x,S), de donde se deduce que st(x,S) es simplemente conexa. Analogamente, si C es una 
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curva simple cerrada incluida en la intersecci6n st(x,s) f"I st(y,S), la regi6n abierta y acotada A 
encerrada por C estara incluida tanto en st(x,S) como en st(y ,S), y por 10 tanto en su interseccion. 
Entonces, dicha interseccion resulta ser simplemente conexa. 

Demostraci6n del teorema 2.1: E$claro que si S es estrellado toda tema de puntos de S 
es visible desde cualquier punto del mirador. Reciprocamente, si se cumple la condicion de 
Krasnoselsky para las temas de puntos de S, dicho conjunto satisface las hip6tesis del Lema 2.3. 
Pero entonces, la familia 

F - { st (x,S) I xeS } 

cumple las hip6tesis del teprema 1.3 de Molnar, luego la interseccion de todos los miembros de 
F es no vacia, y por 10 tanto S sera estrellado. 

3 • Nueva demostracion de un resultado de M. Breen. 

Observemos que en la demostracion del teorema "topologico" 1.2 de Helly en el plano, 0 10 

que es 10 mismo, el teorema 1.3 de Molnar, la hipotesis de compacidad de los elementos de la 
familia solo se usa para a) Asegurar que los elementos de F y las intersecciones de pares de 
esos elementos sean conexos por arcos; b) Aprovechar la propiedad de interseccion finita de los 
conjuntos compactos para asegurar que la inteseccion de todos los elementos de F sea no vacia. 
Por 10 tanto, si aplicamos una demostracion anaIoga a la de dicho teorema es posible probar el 
siguiente resuliado: 

Lema 3.1 Sea F una familia de con juntos simplemente conexos del plano tal que La 
interseccion de cada par de miembros de F sea simplemente conexa y conexa por arcos, y La 
interseccion de coda terna de miembros de F sea no vacia. Entonces la interseccion de 
cualquier subfamilia finita de F es no vacia. 

Veamos un sencillo resultado preparatorio que nos permitira aplicar el lema previo a la 
familia de estrellas de puntos de un conjunto finitamente estrellado para obtener una nueva 
demostracion del teorema de M. Breen aludido en el titulo de este paragrafo. 

Lema 3.2 Sea S un con junto simplemente conexo del plano. Entonces la interseccion de las 
estrellas de dos puntos cualesquiera de S es un conjunto Lz . 

Demostraci6n: Sean XI e S; X2 E S, SI2 - st(x i , S) f"I St(x2 ' S) , y E SI2 ' z e SI2' L(z,y) 
la recta determinada por estos dos puntos. Debemos determinar una poligonal de, a 10 sumo, dos 
segmentos que tenga un extremo en z y el otro en y, y que esre incluida en S12. Si [y,z] C SI2 no 
hay nada que demostrar. Consideremos entonces tres alternativas: 
(i) XI Y X2 estAn en distintos semiplanos respecto de L (z,y). Llamemos 

Esta poligonal es una curva simple cerrada incluida en SI2 y , a fortiori, en S que es 
simplemente conexo. Por 10 tanto; si llamamos A a la region abierta y acotada encerrada por p , 

I~' resulta que [y,z] C A que a su vez esm incluida en S. Razonando de la misma forma con la 
poligonal PI -[Xl' y] U [y, z] u [z, XI] obtenemos que 

[y ,z] c cony ({XI; y; z}) c st (XI'S) . 
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Si en este ultimo argumentosustituimos XI por X2 todo sigue siendo valido. La conjuncion 
de las dos conclusiones implica que [y,z] C SI2 . 

(ii) XI Y x2estan en el mismo semiplano respecto de L(y,z) y uno de losdos puntoscon 
subindice esta en la capsula convexa de los otros tres puntos. Supongamos, sin restriccion de 
generalidad, que -

X2 e cony ({XI; Y ; z}) . 

Designando con pyA a los conjuntos definidos en la alternativa anterior, resulta que 
A C S Y ([y , X2] U [X2 , z]) C SI2 . 
(iii) Xl y x2 estan en el mismo semiplano respecto de L(y,z), pero ademas vale (y, XI) (') 

(z , X2) ¢ 0 0 bien (y , X2) (') (z, XI) ¢ 0. Sin restricci6n de generalidad, supongamos que 3 w 
e (y , x~ (') (z ,XI)' La poligonal [XI' w] U [w , y] U [y , XI] es una curva cerrada en S. Por 10 

tanto cony ({y ; w ; XI}) C S. Esto implica que [y, w] cst (XI'S). Pero por construccion vale 
[y , w] c [y ,X2] c st (X2 ,S). Entonces [y , w]c SI2 . Con un razonamiento analogo resulta que 
[w , z] C S12 .. En defmitiva, la poligonal [y, w] U [w, z] esta incluida en SI2 . 

Teorema 3.3 (M. Breen, [1]) Sea S un subconjunto del plano que verifica int cl S - S = 0. 
S es Jinitamente estrellado si y solo si tada terna de puntos de S es visible via S desde un punto 
com un. 

Demostraci6n: En un lema previo a la demostracion de su teorema, M.Breen prueba que 
si S es un subconjunto del plano con las hip6tesis del presente teorema, S es simplemente conexo. 
Usandoeste resultado es posible aplicar el Lema 3.2 al conjunto S. Por 10 tanto la intersecci6n 
de las estrellas de dos puntos cualesquiera de S es conexa por arcos. Razonando como en el Lema 
2.3 (donde la compacidad no se usa en la ultima parte de la demostracion) resulta que en S cada 
estrella es simplemente conexa, y la interseccion de dos estrellas cualesquiera tambien 10 es. 
Entonces la familia 

F - { st (x,S) I xeS} 

satisface las hip6tesis del Lema 3.1. Por 10 tanto, toda subfamilia finita de F tiene intersecci6n 
no vacia. Pero esto es 10 mismo que afrrmar que S es finitamente estrellado. 

4 • Conjuntos tinitamente estrellados. 
Sea S eRn, peS. Diremos queS tiene visibilidad acotada en p si el conjunto st (p,S) es 

acotado. S tiene visibilidad acotada si tiene visibilidad acotada en cada uno de sus puntos. 
Denotaremos con Sn_1 ala superficie esferica unitaria centrada en el origen. 

Teorema 4.1 Sea S un conjunto cerrado, estrellado y no acotado de Rn , y X un punto 
radiante de S. Entonces existe una semirrecta con origen en X e incluida en S. 

Demostraci6n: Sea X emir S. Para cadau e Sn.1 se puededefinir 

p (u) - sup {A> 0 I x + AU e S}. 

Supongamos que S no contiene semirrectas con origen en x. Entonc~s , para todo u E· Sn_1 vale 
p (u) < + 00 .Ahora bien, como S no es acotado. 
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Como SO_I es compacta. existe al menos un punto Ilode acumulaci6n de la sucesi6n {u k}- Pero 
p (uo)- p <+ 00. Sea Zk- x + 2p uk' A partir de un cierto indice k en adelante la sucesi6n {~} 
esta en S. y el punto Zo - x + 2 p Uo es un punto de acumulaci6n de dicha sucesi6n. Perot por 
construcci6n. Zo no pertenece a S. Esto cpntradice el hecho de ser S cerrado. Entonces existira 
al menos un u e So-t tal que p(u) - + 00 • Entonces 

{y e RO I y - x + A u con A e R+ } 

es una semirrecta con origen en x e incluida en S. 

Corolario 4:2 Sea S un subconjunto cerrado de RO• Las siguientes proposiciones son 
equivalentes: 

(i) S tiene visibilidad acotada. (i i) S no incluye semirrectas. 
Demostraci6n: (i) ~ (i i). Si S incluyera una semirrecta. la estrella del origen de dicha 

semirrecta no selia acotada. contradiciendo (i) . (i i) ~ (i) . Para todo xeS. st(x • S) es un 
conjunto cerrado. estrellado y que no contiene semirrectas. Por el contrarreciproco del Teorema 
4.1 resulta que st(x,S) debe ser acotado. 

Corolario 4.3 Sea K un con junto convexo y cerrado de RD. K no es acotado si y solo si K 
contiene al menos una semirrecta con ol'igen en cada uno de sus puntos. 

Demostraci6n: Es evidente que si K contiene una semirrecta no es acotado. 
Reciprocamente. como K es convexo, mir K - K. Aplicando el Teorema 4.1 al conjunto K resulta 
la existencia de una semin-ecta con origen en cada punto de K, e incIuida en K. 

Teorema 4.4 Sea S un subconjunto de RII. cer,.ado.jinitamente est,.ellado y de visibilidad 
acotada. Eritonces S es compacto y estrellado. 

Demostraci6n: Sea F - {st (x • S) I XES }. Como S es de visibilidad acotada y cen-ado, 
cadamiembro de F resulta compacto. Pero como S es finitamente estrellado. toda subfamilia 
finita de F tiene intersecci6n no vacia. Por la propiedad de intersecci6n fin ita de los conjuntos 
compactos. la intersecci6n de todos los miembros de F resulta ser no vacia. Es decir que S es 
estrellado. Sea x un punto radiante de'S. Entonces S - st(x • S) que es un compacto. 

Corolario 4.5 Un conjunto de RII que sea ce,.rado. jinitamente estrellado y no acotado 
debe inclui,. semi,.rectas. 

Demostraci6n: Si S no inc\uyera semirrectas resultaria de visibilidad acotada por el 
Corolario 4.2. Pero en tal caso se podlia apliear el Teorema 4.4 y S selia compacto. 
contradiciendo una de las hip6tesis. 

Vamos a terminar esta nota con un resultado que mejora el Teorema de Krasnoselsky en el 
plano. enunciado aqui como Teorema 2.1. 

Teorema 4.6 Sea S un subconjunto cel'rado del plano que no incluye semirrectas. S es 
estrellado si y solo si toda terna de puntos de S es visible v(a S desde un punto comun. 

Demostraci6n: Si S es estrellado. la eondici6n de Krasnoselsky se cumple trivialmente. 
Reciprocamente, sea S un conjunto cerrado. sin semirreetas y que verifiea la condici6n de 

i- I Krilsnoselsky sobre visibilidad de te11las. Entonees int cl S - S - 0 y el Teorema 3.3 de Breen 
es aplicable. Luego S resulta ser finitamente estrellado. Pero ademas S debe ser de visibilidad 
acotada segun el Corolario 4.2. Es decir que estamos pl-ecisamente en las hip6tesis del Teorema 
4.4. Luego S es estrellado. 
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