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I.CUAN DIFICIL ES RESOLVER UN SISTEMA DE ECUACIONES ALGEBRAICAS? 

CARLOS A. BERENSTEIN 

Preracio 
Todavia recuerdo que al comenzar mi primer curso en el viejo edificio de la calle Peru. el 

curso de Analisis I. encontre una pizarra anunciando el fallecimiento del Profesor Julio Rey 
Pastor. Claro que nuestra memoria s610 selecciona (y frecuentemente distorsiona) deta11es sobre 
hechos 0 personas que han influido en nuestra vida. Como estudiante tuve la suerte de leer un 
poco varios de los libros de Rey Pastor y aprendi en ellos a valorar la unidad de las matematicas. 
algo bastante contrario al espiritu que cundia entre mis contemporaneos en la Facultad. Ya desde 
el principio eramos algebristas 0 analistas 0 logicos. etc. Es por ella que como pequeiia 
contribucion a este volumen dedicado al centenario del nacimiento de Rey Pastor. querria discutir 
un problema de algebra que Alain Y ger y yo hemos estado estudiando usando metodos analiticos. 
Es interesante que las ideas de Miguel Herrera sobre la teoria de residuos juegan un papel 
importante. y quepijrte de nuestros trabajos ha sido utilizada por Joos Heintz y sus colaboradores 
del Instituto Argentino de Matematicas en cuestiones de complejidad. Herrera. yo y todos los 
matematicos argentinos hemos sido en'espiritu discipulos de Rey Pastor y pienso que el estaria 
contento de ver que su integrismo sigue siendo fecundo. 

EI problema a considerar es el siguiente. Sean PI ..... Pm polinomios a coeficientes enteros 
en n variables. pj E Z [z]. queremos decidir si el sistema de ecuaciones algebraicas 

PI(Z) - ... - pm (z) - 0 • 

tiene 0 no una solucion en Co. Decidir significa dar un procedimiento efectivo con ayuda de 
computadoras. etc .• para dar una respuesta afirmativa 0 negativa. La dificultad mencionada en 
el titulo se mide en el numero de operaciones aritmeticas necesarias para decidir. Recalco que 
los polinomios tienen coeficientes enteros por dos motivos. uno. no tener necesidad de usar 
aproximaciones. y otro. evitar cualquier razonamiento de tipo generico. Ademas. en este 
problema no pedimos conocer las soluciones. solo saber si ellas existen. 

Inclusive el caso de polinomios cuadraticos parece tener interes en robotica. en el asi 
llamado problema de la mudanza de pianos. J.Schwartz hizo la siguiente pregunta en una 
conferencia en Baltimore de la ACM: . 

Estimar el numero de operacionesque se requieren para decidir si un sistema de 10 
ecuaciones cuadraticas en 10 variables tiene una solucion 0 no. Dar un algoritmo que tenga ese 
comportamiento. (Si bien el no 10 Illenciono. el resultado podria dar diferente si se tratara de 
decidir si hay soluciones en RIO 0 en CIO ) • 
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La dificultad que existe es que el algoritmo de las bases de Groebner. que generaliza el 
algoritmo euclideo. tiene una compl~dad doble exponencial y el problema de Schwartz podria 
requerir un orden de magnitud de 103 operaciones aritmeticas. Claramente. si este fuera el caso. 
selia esencialmente indecidible. Veremos mas abajo que resultados recientes implican una cota 
de 1030 operaciones y permiten conjeturar que quiza 108 - 1012 es el numero mas correcto. 
Notemos que esta conjetura dina que el problema es decidible en minutos. mientras que la cota 
1030 requiere un tiempo del orden de magnitud de la edad del universo. 

Agradezco a la Dra. S. Trione y a la U.M.A. la invitacion a participar en este volumen de 
homenaje a Don Julio Rey Pastor. EI texto esta basado en una conferencia dada en el lAM en 
Diciembre de 1987. tomando debida cuenta de un gran numero de resultados de los ultimos 
meses. 

1. Los trabajos de Brownawell y Kollar 

EI problema del prefacio es equivalente a poder dar un buen algoritmo que produzca 
polinomios ql' .... qm E Z [z] y un numero 0 E Z+ tales que 

(I) o - PI ql + ... + Pm qm • 

dado que si el algoritmo falla sabnamos que la variedad V: = {z E em: PI (z) ...... 
= pm (z) - 0 }. no es vacia. Esta ecuacion se llama a veces ecuaci6n de Bezout. 

Cuantificamos el problema introduciendo la notacion D: ... ~ax {grado Pj } • 
J • 

h(Pj) : -log max{ valor absoluto de los coeficientes de Pj}' h: - max {h (Pj) }. En el caso 
generico de V - 0, m ~ n. y los primeros n polinomios no tienen ceros comunes en 00. es 
un resultado de Macaulay que se pueden encontrar qj que satisfacen la ecuaci6n (1) y 

(2) 

Una vez que conocemos una tal cota, la ecuaci6n (1) puede escribirse como un sistema de 
ecuaciones lineales cuyas incognitas son los coeficientes de los polinomios qj . La matriz 
con'espondiente es de tamaiio aproximado (mD)1l x m (mD)Il. Se deduce que el sistema de 
ecuaciones lineales tiene por 10 menos una solucion si y solo si V - 0. Mas aun esa solucion 
ql ..... qm. 0 puede escojerse con las cotas 

(3) o .h (qj) S; Kl)1l (h + log m) • 

donde K - K(n) es una constante efectiva. EI numero de operaciones para decidir si hay una 
solucion es tambien del order de DIl (olvidando constantes dependientes de n.m). 

Hay ejemplos muy sencillos mostrando que la cota (2) no es valida en general. EI resultado 
de Brownawell fue demostrado usando una combinacion de algebra y analisis. y mejorado con 
respecto a las constantes por Kollar. da la cota optirnaJ'siguiente (vel' los trabajos [4], [8] por mas 
precision): 

Teorema 1. Si V - 0 hay una soluci6n ql' .... qm de la ecuacion de Bezout tal que 
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Como corolario vemos que si consideramos la ecuacion de Bezout como un sistema de 
ecuaciones lineales en el espacig vectoryl de polinomios de grade DIl, la matriz correspondiente 
sera de tam~o apro~mado DR x mDR . Nuevamente, esto nos da un metoda de decision con 
aproximadamente DR operaciones. Si hay una solucion se obtiene en vez de (3) 

(5) 
.. 

2 a, h(q.) ~ Kl)R (h+log m). 
) 

Notamos que cuando D - 2. n - 10, DR2 S 10 30 como dijimos en el prefacio. 
Cuando se llega a este punto es natural preguntarse si un algoritmo mas sutil no reduciria el 

tamano de los coeficientes de qj (y automaticamente el de a), asi como el numero de operaciones 
requeridas para decidir si V - 0 0 no. EI algoritmo de Euclides de division de polinomios de 
una variable tiene un elegante analogo, el algoritmo de Buchberger, generalmente conocido como 
metoda de las bases de Groebner [5] , (Groebner fue el profesor de Buchberger). Este algoritmo 
tiene la ventaja que su programacion en computadoras es muy simple. Dada una familia finita 
de polinomios p •... , pm se construye la base de Groebner del ideal I engendrado por ellos en 
Z [z], y conocidi esta base todos los problemas tipicos de algebra asociados a un tal ideal son de 
resolucion casi inmediata. En particular, la decision si V - 0 0 no. El problema surge de la 
propia potencia del algoritmo. Es capaz de decidir inmediatamente si un polinomio f E I 0 no. 
Pero hay un ejemplo de Mayr-Meyer [9] que muestra la existencia de polinomios fl, ... , f"+1 de 
grado D tales que el polinomio Zl E I (fl, .... fn+l) pero si aj E Z [z] y 

entonces, "grosso modo" 

m~ grado (llj) ~ D2". 
J 

Es claro que en este caso V(fl, ... ,fIl+I);# 0. Stillman ha concluido que el proceso de bUsqueda 
de la base de Groebner es en general de complejidad doble exponencial. Claro que podriamos 
preguntamos si no es posible modificar este algoritmo de manera de decidir el problema en 
discusion en complejidad DR. Hay cuatro 0 cinco resultados que indican que quizas tal 
modificacion sea posible. Los tres primeros se refieren al ejemplo de Mayr-Meyer. 

Teorema 2 (Nullstellensatz) [4], [8]. Sean fl , ... , fD• f polinomios de n variables de 
grado ~ D, f se anula en V(fl, ... ,f01). Existe un entel'O positivo s ~ DO y polinomios gj de 
grado ~ DR tales que 

Este teOl-ema fue demostrado por Brownawell usando una astuta modificacion del metodo 
de Rabinowitsch para reducirlo al Teol'ema 1. En particular, quiza sea posible decidil' si un 
polinomio f esta en el radical de un ideal I con comgJejidad a 10 sumo DO 0 quiza DII. Un 
manuscrito de Heintz et al. [6] pareceria indicar que D es ya posible. 

Usando metodos enteramente analiticos sobre el complejo de Koszul hemos demostrado los 
siguientes dos teorema'l que podrian explicar porque frecuentemente el metoda de las bases de 
Groebner fun cion a a pesar del ejemplo de Mayr-Mayer. 

Teorema 3 [3]. Sean f, fl, ... ,fo1 polinomios en CIl de g,.ado a 10 sumo D, f E I (fl, 
···,fm) y V(fl, ... ,fm) es discreta en CIl.Existen entonces polinomios gj tales que f - fl gl +"'+gm 
gm y 
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Por metodos algebraicos B.Shiffman a obtenido un resultado similar con la hipotesis 
a~licional de que tambien la variedad en co de fl, ... ,frn sea discreta. 

Teorema 4 [3]. Sea 2 s: m s: n -1, f, fl, ... ,frnpolinomios de grado a 10 sumo D, f E I 
(fl, ... ,frn) y diam V(fl, ... ,frn) - n - m. Existe una constante I< -I< (n) y polinomios gj tales que 
f - flg l + ... +fm8m Y 

2. La teoria de residuos y formulas de division 

Sean fl, .... fll E C [ZI, ... ,ZII] que definen una variedad discreta (y finita) en en y R una 
funcion racional con polos fuera de V. Se puede definir el residuo 

(6) Resr Rd~ : - < a.L , Rd~ > : = lim 
f E.~O . ) 

J -1 ...... 11 

J If 1< . J1 J 
J - , ... ,n 

~(~) d~1 /\ ... /\ d~1I 

fl (~) ... fn (~) 

Este residuo se puede tambien calcular de la siguiente manera. Sea X una funcion c"" de 
so porte compacto, X-I en un entomo de V. Consideremos la funcion de un variable compleja A.. 
holomorfa cuando Re A. > I,C 

(7) f Cn R (~) ~(~) I fl (~) ... fll (~) 12()..-1) 

arl (~) A .. .Aaf" (~) A d~IA ... Ad~n 

Esta funcion tiene una continuacion analltica como funcion meromOifa a todo el plano 
complejo. Es holomOifa en A. - 0 y su valor alIi coincide con (6) (ver [I]) Esta definicion de 
residuos es valida para toda funcion R de clase c"", coincidiendo con la definicion de 
Herrera-Coleff [7]. 

Una variacion de esta formula tambien puede ser demostrada. Para ello necesitamos un poco 
~e no)acion:.Sim ~E N~seam+l ~ (ml + 1, ... , ffiu+ 1) jm!=o . .;.ffiu!, Iml- ptl+"'+ ffiu , 
f"'=flml ... fllmn,af ... afl /\ ... /\ afn ,F=fl ... fn , I fll-=l::~ Ifjl . Lospolinomios 
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r;mI+1 ..... fn"'n+1 definen'la misma varied ad V y podemos ver que la funcion 

0(0-1)12 

(8) 1..-+ (~A.0 

(2 it i)o 

tiene una continuacion analitica cuyo valor en A. - 0 es 

(9) 
m! . 

---<d 
(n + I m I)! 

1 
~, <Pd~> , 

donde el residuo (8) es definido por (7) (0 (6) si <P - otR como arriba) reemplazando fl ... ,cn 
f ml+1 c m,,+1 ' por I ..... 111 • 

Definimos n2 polinomios de 2n variables. gj k como sigue 

(10) 
fj (1;1, .... /; k _ I • Z k + I .... Zn ) - fj (/;1' .... /;k' ~+I' .... ZoO) 

gj,k (z./;) = _____ -,--__________ _ 

~ -/;k 

35 

Tenemos que grado (gj ,k) S grado (9 y si fj e Z [z] • gj, k e Z [z. /;]. h(gjk) S h(~) + 
2n log (grado (fj) + 1) • 

Supongamos ahora que si IIzll» 1. 11£( z)1I ;;qll zllS. ('Y,<5 > 0). Sea fn+1 un polinomio tal 
que V(fl ..... fn,cn+l) - 0. Suponiendo que maxgrado (9 S D sea q un entero tal que <5q > 
(n-l)(2D-3)+I. j 

Teorema 5 [2]. Bajo estas condiciones la siguiente identidad es wilida en Cn • 

gl,l (z. 0) ~+I,I (z. 0) 

dl;>f"'(z) -1. (11) 
l:<a ___ ._1_ 
meNn fm+1 f n+1 
Iml :5q-1I 

gl~. (z. 0) gn+I,.t (z.o) 

fl(z) - fl (0) 

Esta identidad define polinomios Gj. 1 S j S n + 1. tales que 

Si fl' .... fn. fn+1 e Z[z] entonces Gj e Q[z] . 
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Esta f6rmula nos da una representaci6n expli~ita de una soluci6n de Aa ecuaci6n de Bezout, 
pero requiere usar la variedad V y requiere la condici6n IIf(z)1I ~ 'Y IIzll en infinito. De todas 
maneras forma la base de la secci6n siguiente. 

3. Estimaciones erectivas en la ecuacion de Bezout 
Retomemos a la situaci6n de la primera secci6n, es decir, PI' ... ,Pm E Z[z], m~ grado (p} 

S D, max h (Pj) S h, V - V(PI, ... ,Pm) - {z E cu: Pl(Z) - ... - Pm(z) _ O} - 0. J 
j 

Teorema 6 [2]. Bajo estas condiciones existe una constante ejectiva K = K(n), polinomios 
Cij E Z [z] and ~ E Z+ verificando La ecuacion de Bezout (1) y tales que . 

(12) 

(13) 

grado(q j) S; lO(n+l)5 (2D + 1) 2n 

h(qj), log () S; KD9n+3 (h + log m + D log D). 

Es decir perdemos un poco en el grado de qjcon respecto a (4), a cambio de ganar en (13) 
con respecto a (5). 

Conjetura. (i) Las constantes 2 y 9 en (12) y (13) no son necesarias.(ii) La complejidad de 
decidir si V - 0 0 no es del orden de Dn. 

Esbozo de demostraci6n. El primer paso consiste en reemplazar p), ... ,Pm por polinomios 
PI, ... ,Pn.fn+l . (j) V(p), ... ,Pn) tiene dimensi6n cew pew no es vacia. (ii) V(p), ... ,Pn,fn+)- 0. (iii) 
p), ... ,Po, fo+l esmn en ideal generado por P), ... ,Pm con coeficientes no muy grandes. (iv) grade 
(Pj) S 2D+l, grado (fo+l) S; D. Esta construcci6n es mas 0 menos standard. 

Una desigualdad de Brownawell que se usa en la demostraci6n del Teorema 1 muestra que 
si IIzll »1 

(14) [ i: Ip· (z) 12 ])n ~c IIzn-(2D+l)n (c >0) 
j-1 J 

Para poder utilizarel Teorema 5 necesitamos cambiar Pj , sin incrementar mucho el numero 
de puntos de V(p), ... ,pu), 0 el tamaiio de los coeficientes, pew con buenas condiciones en 00. El 
punto crucial es que existen form as lineares L), ... ,Lu de coeficientes enteros, h (Lj) S; KDo(h + 
log m + D 10gD) y tales que si p - 2(n+l)2 (2D+1)° + 1, definiendo f)- L/ P), ... ,fu-LIIP Pn , 
entonces 

IIzll »1 ~ IIf (z)1I 
u 

_ 1: If (z) I 2 
j_1 J 

1/2 
~c IIzll . 

Esto nos permite usar Teorema 5 y construir polinomios OJ Q[z]. Usando las propiedades 
de residuos mencionadas mas an'iba, una desigualdad de Philippon [10] Y bastante analisis se 
llega a estimar un denominador comun () de todos los coeficientes de OJ. Multiplicando por este 
y con un poco mas de trabajo prueban el teorema. 

Conclusi6n Hemos explicado que metodos analiticos de la teona de varias variables 
complejas pueden usarse para obtener resultados algebraicos muy interesantes que, por el 
momento, no tienen demostraciones algebraicas. Estos indican que el problema de decidir si un 
sistema de ecuaciones algebraicas tiene soluci6n 0 no debiera se)' de ~omplejidad DO. 
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