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INTEGRA CION DE CAMPOS VECTORIALES Y GEOMETRIA DIFERENCIAL SINTETICA 

EDUARDO J. DUBUC 

Es una idea propuesta por F.W.Lawvere [11] la de trabajar en un contexto donde la 
construcci6n del fibrado tangente TM de una variedad (diferenciable) M sea representable. Mas 
precisamente, considerar un topos E (en la practica sera una categoria de haces de conjuntos en 
el sentido de Grothendieck, [1]) munido de un objeto DEE, 1 ~ D, el"intervalo infinitesimal", 
de manera que un vector tangente a M sea una "curva infinitesimal" D~M. As!, TM_MD, 
donde esta ultimaexpresi6n es laexponencial enE. EI punto base es 1 ~.?l M, Y se tiene el fibrado 
tangente MD 14 M, donde 7t es la evaluacion en O. Para el desarrollo de esta propuesta puede 
consultarse ellibro de A. Kock [9] Y su amplia bibliografia . x 2 

~ 

Sea E un topos munido de un objeto anillo R, la linea, y sea D ~ R~ R el egalizador de 
x2 con O. Es decir, D est! descripto por la f6rmula 

D- [x I x2_0] 

I.Axioma de tipo linea ([9]). T se dice de tipo linea si la aplicaci6n: R x R ~ RD (adjunta 
ala aplicaci6n R x Rx D ~ R, (a,b,d) ~ a+bd) que manda un "par" (a,b) en la "funci6n" 
D a+lJx ~ R es un isomorfismo. 

Este axioma expresa la validez intema de los enunciados: 

i) \f f e RD 3 be R I \f de Df(d) - f(O) + bd 

ii) \f d E D db - db' ~ b - b' 

Es decir, el grifico de toda funci6n de D en R es una recta. Dada una funcion R-4 R, se 
define b - f'(O). As!, la restricci6n de faD, Dc R -4 R, queda caracterizada por su valor en 
cero f(O) y por el valor de su derivada en cero f' (0) .. 

Mas generalmente, cualquiera sea seR, se tiene para todo deD. f(s+d) - f(s) + f'(s)d. 
Escribimos tambien fs (s) - f' (s) . . 

Dado M eE, un campo vectorial M~ MD es una seccion del fibrado tangente MD ~ M, 
7t S - idM. La aplicacion conjunta MxD~ M, que satisface la ecuaci6n S (p, 0) - p 'V p E M 
es unflujo infinitesimal, o/amilia de curvas integrales infinitesimales. Puede verse que para una 
clase de objetos M. llamados '~nfinitesimalmente lineales", (que incluye a todos los objetos de 
interes) se satisface en adici6n la ecuaci6n: 



15~ E.J. DUBUC 

s ( S (p, C), d) = S ( p, c+d) V c,d E D I c+d ED. 

Asi en este contexto, todo campo vectorial ya esta integrado infinitesimalmente. 
Una familia de curvas MxR -4 M es un flujo integral del campo si sus "vectores 

velocidad" son los vectores del campo. Es decir, si: 

f (p,O) - p y f (p, s+d) - S (f (p, s), d) V p E M, s E R, d E D. 

Supongamos que de alguna manera se tienen coordenadas en R para los puntos de M. El 
campo S sera entonces de la forma: 

S (p,d) - p+g(p)d co~ g ulla funci6n M~ RD. El miembro izquierdo en la ecuaci6n de 
arriba queda ~al a : 

f(p,s) + m (p,s) d, mientras que el derecho es: 
f(p,s) + g (f(p,s»d. Se sigue entonces que tener un flujo integral equivale a tener una 

soluci6n de la ecuaci6n diferencial: 

. f (p, 0) - p y fs (p,s) - g (f (p, s» V p E M, s E R . 

En este par de charlas nos va a interesar el problema de la extensi6n de flujos infinitesimales 
(0 sea, integraci6n de campos vectoriales) en un modelo concreto E de esta teona. Se espera que 
esto sirva tambien para que ellector pueda entender el significado matematico concreto de esta 
manera de hablar en ellenguaje intemo de un topos. 

2 • Modelos bien adaptados ([4]) .Denotemos Mala categona de variedades diferenciales 
C'" y funciones infinitamente diferenciables. Se recuerda que en M pueden construirse los 
productosfibrados transversales. Es decir, dado un diagrama de variedades C"'. 
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M-+ N, 
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Si para todo par x EM, yEP que van a parar a un mismo punto ZEN las imagenes ) 
de los vectores tangentes a x en M yay en P engendran (0 generan) todo el espacio tangente 
a z en N, entonces en el producto fibrado ScM x P, S - {(x,y) de tales puntos} existe una 
(mica estructura de variedad diferenciable C'" que hace del diagrama 

S -+ P 
J, J, 
M -+ N 

un producto fibrado en M. (c.f.[8]). 

Ejemplos tipicos de esta situaci6n son los ceros de funciones independientes Rn h4 R, 
i-l, 2, ... , k, con su estructura de variedad de dimensi6n n - k, y los productos de variedades: 

MxP~ P 

1 1 
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Un modelo bien adaptado de la Geometria Diferencial Sintetica es un topos E munido de 
un anillo de tipo linea R y de una inclusion (plenamente fiel) M -? E. R -? R. tal que: 

O)TM_MD . 

1) Preserva productos fibrados transversales 
2) Preserva cubrimientos abiertos 

donde denotaremos (salvo en el caso de R) con la misma letra a una variedad ya sea considerada 
en Moen E. El punto 1) no necesita aclaracion. y 2) significa que los cubrimientos abiertos 
de una variedad sonfamilias epimorfas (efectivas y universales) en E. 

Esto ultimo significa sencillamente que dado un cubrimiento Un C M. para construir una 
flecha M -? X en un objeto cualquiera X de E. basta construir una familia Ua -? X compatible 
en las intersecciones. 

3. Construeci6n de modelos bien adaptados.([ 4] [5]) 
Los modelosbien adaptados se construyen utilizando una clase de anillos.o mas bien de 

R-aIgebras. llamadosAnillos c:'. Las operaciones n-arias de la teona de anillos c:' son tOOas 
las funciones COO Rn -? R. Y los axiom~ son tOOas las ecuaciones vaIidas entre elIas. En 
particular tenemos la suma y el producto R -? R.lo que dice que todo anillo c:' es· un anillo. 
Asi como dado un anillo A y unpolinomio en n-variables f. Ie corresponde una "funcion 
polinomial" An -4 A. de la misma manera. dado un anillo c:' A Y una funcion c:' en n-variables 
f.le corresponde una funcion An -4A. Un mortismo entre anillos c:' es una funcion que preserva 
(esbi claro) toda eSta estructura. El anillo C'" libre en n-generadores es el anillo c:'(Rn) de todas 
las funciones ~ de n-variables (es decir. el conjunto de operaciones n-arias). Otros ejemplos 
tipicos son los aniUos ~(M) y cP (M) de funciones ~ a valores reales definidas en una variedad 
M. y de germenes de tales funciones definidos alrededor de un punto p E M. Tambienel anillo 
R [e] de numeros duales ( R [e] - {a + be I a. b E R ye2 - O}) asi como todaaIgebra enel 
sentido de Wei! [13]. . 

Proposiei6n 1: Dado un anillo CooA. todo ideal I c A es una congruencia c:'. (a - b c=> 
a - bel) 

l>emostraci6n: Sea f: Rn -? R una funcion COO. y ai - bi i-I. 2 •...• n. Entonces: 
f(a l •••.• 8,,) - f(b l •...• bn) - t(a; - bi) gi(aj •...• 8". bl' ...• bn) • 

Este simple hecho permite obtener a partir de los anillos Coo(Rn) todos los anillos COO que 
se necesitan. 

Definiei6n: Un ideal Icc:' (Rn) es de naturaleza local si: Dado f E c:'(Rn). f E I c=> 
'V P E Z(I) f Ip E I Ip c Cpo (Rn). (donde. Z(I) c R" es el conjunto de ceros de I. f Ip es 
el germen de fen p. y I Ip es el ideal generado por los germenes de funciones de I). Notese que 

. 00 n 
si p e Z(I). 1 E I Ip • 0 sea 1 Ip - Cp (R ). 

Proposiei6n 2: Todo ideal 1 - (hl •...• hk) finitamente generado es de naturaleza local. 

Demostraei6n: Sea f. localmente en 1. Entonces existe un cubrimiento Ua c Rn con 
partie ion de la unidad subordinada <Pn E ~(Rn) tal que flu E I IU c ~ (Un). Sean 
g~ E c:'(Ua ) tales que flu _ I g~ h lu . a n 

a 1 n 

Entonces <Pn f = ~<Pn g~ h j 
1 

Luego: f - t <Pn f - t I <Pn g~ h i-I t <Pn g~ h i a a J I a. 
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- F gj hj donde gj - f CPu g~ 

N6tese que todo punto p e RD tiene un entorno donde todas estas sumas son tinitas. 
Notamos que esta proposicion significa un Nullestelentzats para ideales finitamente 

generados. Es decir, se tiene: 

Para ideales I de naturaleza local esto vale por definicion. Un ejemplo tipico de ideal que 
no satisface el Nullestelentzats, y por eOde no es de naturaleza local, es el ideal de las funciones 
de soporte compacto. 

DenotemosA a'la categoria de anillos C'" presentados por un ideal de naturaleza local. Dado 
A e A, si se 10 considera com~un objeto de la categoria dual (formal) A op, se indicani estocon 
una barra arriba de la A. Asi, A e AOP.:.,.en A op se considerala topologla de los cubrimientos 
abiertos. Si A - C'" (RD) I I, unafamilia Au ~ A es un cubrimiento si Au - C"'(UaVI lu ,donde 
Ua es un cubrimiento abierto cualquiera de los ce,!9s del, Z(I) c RII. (Ia f!.echa A ~ Au es un 
epimorfismo (no suryectivo) en A. De alii que Au es un sub objeto de A).Estas familias son 
epimorfas efectivas (y universales) en AOP (c.f.[4]),luego se tiene una inclusi6n plenamente fiel 
AOI) ~ Een el topos E de haces. Se tiene: 

Teorema «(5}). La inclusi6n M ~ AOP ~ E es un modelo bien adaptado de la geometria 
diferencial sintetica. 

Notese que 1a primera parte de esta inclusi6n, M ~ AOP, es el funtor M ~ C"'(M). Es en 
este IIlodelo donde vamos a analizar el problema de la extensi6n de flujos infinitesimales. !:a 
linea R es representable. Es decir, est! en A oP. Se tiene R.C"'(R). Puesto que R [~]-C"'(R) I (x ), 
el objeto D tambien es representable, y se tieneD - R[e]. Veamos como sedemuestra que R es 
unanillo de tipo linea. Hay que ver que los haces RD yRxR .S.Q.ll isomorf~. Ello signitica que 
se tiene una biyeccion (natural) entre los conjuntos de flechas A.~ RD Y A:::t RxR. Es decir, 
RD y RxR ~miten las mismas secciones provenientes de los representables A e AOP. Se tiene: 

A ~ RD 

AxD~ R 

A [e] ~ C""(R) 

A ~ 

RxR 

Aqui hemos indicado ®oo al coproducto en la categoria A. 
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Dada una v~iedad M e M, para convencemos que MD es real mente el fibrado tangente ) 
TM, caIculemos cuales son las secciones globales 1 .~ MD. A una tal S Ie corresponde por ) 
adjuncion exponencial una flecha (tlcurva infinitesimaltl) D ~. M. Pero esto no es otra cosa que 
un morfismo de anillos Coo C""(M} ~ R [el. Un tal S sera de la forma S (t) - ~(t) + SI(t)e, ) 
donde ~ es un morfismo en R, y SI una ~ -derivaci6n (ello se sigue trivialmente del hecho que ) 
S es un morfismo y que e2 - O}. Pero ~ (t) - f(p) para un unico p E M (Milnor's exercise 
en [3]), y como es bien sabido, a SI Ie corresponde un unico vector tangente a M en p. Se tiene ) 
entonces que S es exactamente un punto en TM. ) 

) 

) 
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4. EI fibrado tangente de esquemas afines C"". _ _ 
Si A e A. A - c""(RDll I. dualizando se tiene que AcRD.A - [[p e RD I h(p) - 0 para 

cada h e I]]. El objetoA no seta necesariamente una variedad M c RD. Me M. pero mas 
generalmente un "esquema afin C""". Com,Q por ejemplo.la variegad infinitesimal D-R [E) c R. 
Las h e I son las ecuaciones que definenA. El fibrado tangen~A 0 puede calcularse facilmente 
utilizango el axioma de tipo linea. Veamos: ;.0 c (RD)D == R D. Y se tiene qu~ un S e (RD)D 
esm enAD si y solo si Sed) e A V d eO. Es decir. h <S(d» - ~~hara cada he I. Pero Sed) sera 
sed) - (XI + Yld •... XD +Ynd). Luego h(s(d» - h(xI" .. Xu) + d( tAo (XI" ..• Xu) Yi) - 0 V d eO. 
Si d-O tenemos h(XI •... Xn) - O. Por ii) en el Axioma de tipo \mea podemos cancelar d. Y se 
tiene tambien t Qb (x •... Xn) .y; - O. 

lOX; 

Luego AD cR2n• AD- [[( P.q) e R201 h(p) -0 y ~~o (p) Yi - OV he I]] 
I 

donde hemos puesto p - (Xl •... xn) Y q - (yI •... yn). Es decir, AD queda definido por las bien 
conocidas ecuaciones del fibrado tangente. 

5. Extensi6n de flujos infinitesimales en et Modelo. 
Si E> 0 es un mimero real E e R. el intervalo (-E,E) c R en el topos E esm representado por 

(-E,E) - c""( -£,E). La interseccion 11 - Q (-E, E) calculada en el toposestara representada por 
ellimite en A de la cadena C""(R) -4 c"" t-E,E), . £ > O. Pero este anillo c"" no es otf'cl cosa que 
el anillo ~ (R) de germenes en cero de funciones c"". Es decir, 11 c R, 11 = ~ (R) .Puesto 
que todo germen es el germen de una funci6n global, se tiene un cociente c""(R) -+~ (R) -
c""(R) I J, donde J es el ideal de las funciones de germen nulo. Claramente J c (x2), luego 
D c l1, Y en un cierto sentido 11 es el mas grande entomo infinitesimal de cero (n6tese ademas 
que todo ideal I de naturaleza local tal que Z(I) - {O} contiene a J). De la continuidad de la suma 
R X R ~ R se sigueque se tiene ~(R) -+ C(o.o)(R X R) - ~ (R) ® co ~ (R) ,t -+ x + y. 
es decir 11 c R es cerrado para la suma. Se tiene 11 X 11~ l1, si s, t £ 11, entonces s + t E 11. 
Vamos aver ahora que en E todo flujo infinitesimal puede extenderse a un flujo, tambien 
infmitesimal. pero detinido sobre todo 11. 

Proposici6n 3. Dado un cam~o vectorial M x D~ M, S<p,O) - p en una variedad M E M, 
existe una (unica) funci6n M x 11-,,+ M tal que: 

f (p,d) - s (p,d). d e D y f (p,s+t) - f (f (p,s) ,t). s,t E. 11 

Notar que poniendo t - d. se sigue inmediatamente que f es un flujo integral del campo S 
en el sentido descripto en la pagina 2. 

Demostraci6n: Puesto que la inclusion M -+ E es plenamente tiel, los razonamientos hechos 
en la pagina 2 muestrcm que al campo S Ie corresponde una ecuacion diferencial ordinaria. 

f (p,O) - p y fs (P.s) - g (f (p.s» .• donde ahora g esuna funci6n c"" M ~ RD en M • 

Se sabe que ella puede integrarse localmente. Mas precisamente existe una funci6n c"" 
MxR -4 R en M que es un flujo local. 

I~" Es decir, f(p,s) es una soluci6n de la ecuaci6n para s suficientemente pequeno (dependiendo 
de p). Ademas. para cada p E M existe un entomo U de p en M y un E > 0 tal que 

f (x,s+t) - f (f (x,s),t) V x £ U, s, t < E 
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M = Z (J) 

u 

E 
(P,O,O) 

R 
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Se sigue que para toda h e C""(M) el gennen de la diferencia hf (x ,s + t) - hf (f (x, s), t) e 
C""(M x R x R) es nulo en todo punto (p,O,O) del "eje" M. Este eje es el conjunto de ceros del ) 
ideal J generado en C""(M x R x R) por las funciones de dos variables reales de gennen nulo 
en (0,0). Es decir, esta diferencia es igual a cero en el anillo 

A - Coo(M x R x R) I f - Coo(M) ®oo c:o (R) ®oo c:o (R), 

que representa a M x l1 x l1 en E. (f indica el ideal de las funciones que estim localmente en J, 
y, como antes, ® 00 es el coproducto en la categoria A). Pero esto quiere decir precisamente que 
la correspondiente fundon en E. M x ~ M satisface la ecuadon f (p,SH) - f (f (P.s).t). 

Esta proposicion muestra que el resultado clasico de integracion local de campos vectoriales 
equivale en el topos E a la integracion de una familia de curvas definidas solo en el "intervalo" 
infinitesimal l1 = D. (-e, e ) . Como veremos a continuacion, el pasaje de 10 infinitesimal a 
10 local en E se oDt1ene automaticamente mediante la logica interna del topos. 

6. Un poco de l6gica en el topos. ([2]) 
Si H e E. los sub-haces de H pueden pensarse como extensiones de fonnulas predicables 

sobre H. As! por ejemplo ya hemos visto que R[e ] = l1 c R es D - [[ x e R I x2 - 0 ]] y que 
c:o (R) .. l1 c R es l1 .. [[ x e R I x e (-e, e ) para todo e > 0 e E R ]] . Consideremos el 
sub-haz R* de los elementos inversibles de R. es decir, R* = [x e R 13 Y : xy - 1 ] . 
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Este sub-haz puede verse como un producto fibrado en E: 

R* ~ RxR x ~ (x, x -1) 

.1 .1":" 
4 R 

El correspondiente producto fibrado determinado en M pot R y R * - R - {O} es transversal, 
luego es preservado por la inclusion M ~ E. Se sigue que R * es representable por el anillo 
c""(R*), R* - c"" (R*). Dado un sub-haz F c H,la negacion de F, denota 1 F c H. es el mas 
grande sub haz de H disjunto con F. Estii caracterizado por la propiedad universal: 

~ X c H Xc 1 F (donde q, es el sub haz vado) 
X f"'IF-q, 

- -
Notemos que q, (A) - q, para todo A E_A salvo para A - Q. en cuyo caso q,(O) - 1. Es 

decir, q, es representable por el anillo 0, q, - O.(ello se debe a que 0 estii cubierto por la familia 
vada en A op). La regia semantica para ver cuando una seccion A ~ H se factoriza porlF es la 
siguiente 

A ~ 1 FcH 

noA ~ F y ~ B ~ A, si B ~ F entonces B -q, 

Proposici6n 4: En el anillo R la siguiente formula es valida: 

~xER x '* 0 ~ x es inversible. 

Esto significa que los sub-haces 1 {O} y R* son iguales 

Demostraci6n: Una seccion A ~ R, A e AOP es un morfismo c""(R) .~ A enA. Es 
decir, un elemento a e A. Se ye facilmente (por ejemplo usando el producto fibrado arriba 
mencionado) que a se factoriza ~ R* exactamente cuando es un elemento inversible del anillo 
A. De esto se sigue que R* f"'I {O} - q,. Luego R* c 1 {O}. Supongamos ahora A~ 1 {O}. 
PoniendoB-A I (a) en regia semantica dela negacion se tiene que A I (a)-O. Es decir (a) - A. 
Luego a es inversible y se tiene A 4 R *. Esto demuestra 1 {O} c R * . 

Ahora ponemos un ejercicio para ellector determinado a aprender estos asuntos. 

Ejercieio: En el anillo R la siguiente formula es valida: 

~ x e R x no es inversible ~ x E A. 

Esto significa que se tiene A = 1 R* = 11 {O}. Es decir, los x e A son aquellos x 
indistinguibles de O. Los infinitesimales. 

Dados dos subhaces F c H, G c H la union F U G c H es el mas pequeno sub haz de H 
que los contiene a ambos. Aqui nos van a interesar solamente uniones de sub haces de R, 0 mas 
general mente, de una variedad M E M .. Como este haz es representable, y sus cubrimientos 
resultan ser los cubrimientos abiertos de la variedad M en el sentido habitual, se tiene, para 
Fe M y G c M dos subhaces cualesquiem de M: . 

FuG - M 

3 un cubrimiento abierto U a C M tal que ~a U a C F 0 Ua C G 
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Si F Y G son representables. la union en E implica pero no es equivalente a la union 
conjuntista en M. Asi por ejemplo mientras que R* U {O} - R en M. R* U {O} ~ R en E. 
Es decir.la formula V x £ R x ~ 0 v x - 0 no es valida en el anillo R en E. 

Para tratar nociones locales no infinitesimales J. Penon [12] introduce una nocion de entorno 
que puede imaginarse pensando a la negacion en el topos como indicando lejania. Si G. F son 
dos sub-haces de un haz H. entonces se define: 

F es un entomo de G ¢:> 1 G U F - H 

Es decir. si la formula: V x e H x E G v x e F es valida que puede pensarse como 
afirmando que todo punto de H esta en F 0 esta lejos de G. La siguiente proposicion es un caso 
particular de un resultado de J .Penon: 

Proposici6n 5: Sea N c M una sub variedad cerrada de una variedad Me M. Entonces, 
un sub haz F cD M es unentomo de N en el sentido de Penon si y solo si existe un abierto U de 
M tal que N c U c F. 

Demostraci6n: Si 1 N U F - M, se tiene un cubrimiento abierto u a de M tal que u a c 1 N 
o U a C F. Sea x E N y a tales que x E u a • Se tiene entonces que U a n N ~ ~ y por 10 
tanto u a q. IN. Luego U a C F. 

La union de los u a tales que u a c F es el abierto buscado. Reciprocamente ,V-M-N es un 
abierto tal que V ("\ N =~. Luego V c 1 N. . 

Sea U tal que N c U c F. El par U, V es el cubrimiento requerido. 

7. EI pasaje de 10 intinitesimal a 10 local. 
Supongamos que se tiene una funci6n R 14 R en E tal que g 1& - O.Es dedf. tal que la 

restriccion de g a A es cero. La funcion g es en reaIidad una funcion R14R en M. es decir 
g E C"'(R). Del hecho que R - C'" (R) yA- C"'(R) I J. J - Ideal de lasfunciones de germen 
nulo. se si~ue inmedia~amente que § E J, es decir. se tiene un abierto U c R, O. E U tal. que 
g lu - O. Sl F es el egahzador F-+R ttR. F - [[ X E R I g(x) - 0]]. ~uesto que glu -olu. setlene 
U cF. Como R* U U - R. vemosque R* U F- RenE. Pero R* - 1 {O}.luego 1 {O}uF- R. 
Es decir, F es un entomo (de Penon) de cero. Tenemos pues: 

AcF ~ l{O}uF-R 

o equivalentemente, la vaIidez de la formula: 

* V X E A g(x) = 0 ~ V X E R x*,O v g(x) - 0 

Recordando el ejercicio A = 11 {O}, se tiene que R satisface el siguiente enunciado: 

Axioma de suticiente cantidad de intinitesimales: 
[g(x) - 0 . V x E R { 1 (x ~ 0)] ~ [ V x E R x ~ 0 v g(x) - 0] 
Hacemos notar que el enunciado. asi escrito, tiene sentido para cualquierobjeto anillo en 

cualquier topos, tal como es el caso con el axioma de tipo linea. En reaIidad, en el modelo 
M -+ E donde estamos trabajando, un hecho mas general es cierto. Antes, una definicion: 
An _ ~ (RD) , An C Rn" donde ~ (Rn). es el aniHo de germenes en cero de funcionesC 
<0 de n variables C"'(Rn) ~C'~(Rn). Setiene An - o'J.J U ,U abierto de Rn, y lainterseccion, 
por supuesto, calculada en K Tenemos:· .. 
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Proposici6n 6: Dada una variedad M e My una funci6n M x RD 14p, se tiene: 

M x &D C F ~ 1 (M x {O }) u F - M x RD , 

donde F - [[ (p,x) e M x RD I g(p,x) - 0 ]] . Es decir, si g se anula en el cilindro infinitesimal, 
entonces g se anula en un entomo del eje. 

Equivalentemente: 
('if x e &D 'if p e M g(p,x) - 0) ~ ('if x e RD 'if p eM x:;t 0 v g(p,x) - 0) 

Demostraci6n: De nuevo, como M ~ E es plenamente fiel, g es en realidad una funci6n 
M x Rn ! R. Del hecho que M x RD este representado por el anillo c""'(M x RD) - C""(M)®"" 
C""(RD) y M x &D por el anillo c"'" (M x RD) If - c""(M) ®"" ~(RD), se deduce que 
g e f es decir, g esta localmente en el ideal J generado en COO (M x RD ) por las funciones de 
n-variables reales de germen nulo en el origen. Luego, el germen de g es nulo en todo punto del 
conjunto de ceros de este ideal, Z(J) - M x {O}. Hay por 10 tanto un abierto U c M x RI\ 
M x {O} c U y tal que gl u - O. Puesto que F es el e¥alizador F ~ M X Ril ! R se tiene 
U c F. Si consideramos el abierto M x V eM X RI donde V - RD - {O} puesto que 
(M x V) f'I (M x {O}) - «1>, se tiene (M x V) c 1 (M x {O}. Como, por otro lado, 
(M x V) u U - M x RD, se deduce que 1 (M x {O}) u F - M X Ril en E. 

Una consecuencia inmediata de la existencia de suficiente cantidad de infinitesimales (tal 
como enunciado en la proposici6n precedente) es el hecho que todo flujo infinitesimal en una 
variedad M se extiende a un flujo local. 

Proposici6n 7: Dado un flujo infinitesimal M x & -4 M, f (p, 0) - p, f (p, s + t) -
f (f (p, s ) ,t), P e M, s, t e &, en una variedad M e M existe un «(mico) flujo local que 
extiende f. Mas precisamente: Se tiene M x R -4 M tal que: .. 

i) 'if t e & 'if p e M coincide con el flujo dado. 

ii) 'if x, y e R 'if P e M (x, y) :;t (0,0) v f(p ,x+y) - f (f (p, x) , y). 

La unicidad es local, cualquiera sea M x R ~ M tal que i), ii) se tiene: 

.'ifxeR'ifpeM x :;t 0 v f(p, x) - h(p, x) 

Hacemos notar que de la proposici6n 5 se sigue que se tiene un abielto 
U, M x & cUe M x R y una unica U -4 M que es un flujo que extiende f. 

Demostraci6n: Podemos suponer que el flujo se extiende de alguna manera a una funci6n 
M x R -4 M. En efecto, en la demostmci6n de la proposici6n precedente se ha visto que M x & 
estA representado por un anillo A cociente del anillo c""'(M x R) que respresenta a M x R. 
Supongamos porejemplo que M - RS• Entonces M estarepresentado porc""(Rs) que es un anillo 
c"'" libre. Se sigue inmediatamente que la flecha c"'" (Rs) ~ A que cOI1'esponde a f se levanta a 
una flecha C""(Rs) ~ c""'(MxR), que da la extensi6n buscada. En el caso general de una variedad 
cua\quiera M e M este hecho sigue siendo cierto, pero una demostraci6n sencilla y directa 
no se nos ocurre en este momento. Sea pues f una extensi6n cualquiera de f y sea 
g(p,x,y) - f(f(p,x) ,y) - f(p, x+y) (Suponemos sin perdida de generalidad que M esta conteD-ida 
en RS para algun s, M c RS). Aplicando la proposici6n 6 a las coordenadas de g se telmina la 
demostraci6n. De igual manera se deduce la unicidad local, poniendo g(p,x) - h(p,x) - f(p,x). 
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Comentario: Supongamos cierto el axioma de suficiente cantidad de infinitesimales tal 
como el enunciado (*) al principio de § 7 Y consideremos la siguiente demostracion sintetica de 
la proposicion 6: Para cada p e M se tiene una funcion g( p, - ) de R en R que se anula en todo 
x E A. Luego por (*) tenemos V x E R x *0 v g(p, x) - O. Pero como esto vale cualquiera 
sea p E M, se deduce V x E R V P E M x * 0 v g (p ,x) - O. Luego, queda demostrada 
la proposicion. l Es esta demostracion valida? Bueno, tal como esta enunciado (*) no, pues 
p E M es una variable de tipo M, luego g (p, - ) no es en realidad una flecha R -+ R en el topos 
E, y por 10 tanto (*) no se puede aplicar. Pero supongamos se tiene un axioma (*) precedido del 
cuantificador V g ERR. En este caso, V p E M g (p. -) E RR donde g es la del enunciado 
de la proposicion 6) y la demostracion resulta valida. De hecho, el axioma de suficiente cantidad 
de infinitesimales (*) con el cuantificador V g E RR es cierto en el modelo, y su verificacion 
puede hacerse facilmente mediante las reglas semanticas que ellector puede encontrar en [2]. 

8. El pasaje de 10 local a 10 global. 
Un resultado clasico de la teona de ecuaciones diferenciales ordinarias dice que todo campo 

vectorial en una variedad M se integra globalmente si la variedad es compacta. La nocion de 
compacidad para objetos de un topos E puede definirse utilizando una propiedad caractenstica 
de los espacios compactos. A saber, si M es compacto, cualquiera sea el espacio X, dado un 
punto Xo E X, todo entomo del eje, M x {Xo} cUe M x X contiene un entomo tubular. Es 
decir, existe un abierto V, Xo EVe X, tal que M x V c U. (Ver [7]). Este hecho, mediante la 
nocion de entomo de Penon, se expresa en la logica intema del topos de la manera siguiente: 

') 

) 

) 

) 

" ) 
) 

) 

) 

Detinici6n ([7]). Dado un topos E, un objeto M E E se dice compacto si para cualquier) 
X E E, la siguiente formula es valida (donde x E X Y P EM): 

V x V p (<p ( x) v '" (p, x) ~ V x (<p ( x ) v V p '" (p, x » , 
cualesquiera sean las proposiciones <p y "', predicables respectivamente sobre X y M x X. 

Se demuestra que en el modelo M-+E, una variedad M E M es compacta en elsentido 
clasico si y solamente si satisface eSta definicion. Como ilustracion, demostraremos aqui un caso 
particular: 

Proposici6n 8: Dada una variedad compacta M E My una funcion M x RIl 14 R, se tiene: 

V X E RIl V P E M (x * 0 v g(p, x) = 0 ~ V x E RIl (x * 0 v V P E M g (p, x) - 0) 

Demostraci6n: EI antecedente de la implicacion dice que el sub haz Fe M x RIl, 
F - [[ (x, p) I g(x, p ) - 0 ]] es un entomo de Penon del eje M x {O} c F c M x RIl. Por la 
proposicion 5 se tiene un abierto U de M x RIl tal que M x {O} cUe F. Como M es compacta, 
existe un abierto VcR tal que M x V c U. Luego M x V c F. Pero esto dice entonces (de 
nuevo poria proposicion 5) que el sub haz G C R'\ G - [[ x I V P E M g(x, p) - 0]] es un entorno 
de Penon de 0 E RD. Es decir, precisamente 10 que afirma el consecuente de la implicacion. 

Este hecho, junto con la Arquimedianidad de la linea R en el modelo M -+ E es 10 que 
permite extender un flujo local a un flujo global. La preservacion de cubrimientos abiertos pOl' 
la inclusion M -+ E dice en pa11icular que el cubrimiento (-n, n) c R en M es preservado. Es 
decir. en el topos E se tiene R - u( -n, n). Esto, en la logica de E significa que 

V x E R 3 n x E (-n,n). n 

Proposici6n 9: Dado unflujo local M x R-4 M en una variedad compacta M. es decir, 
una f tal que: 

\ 
} 

) 
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'rj X. Y E R 'rj P E M (X. y) 'I- (0.0) V f(p. x+y) - f (f (P. X). y ). 

existe un unico flujo global M ~ R!!. M que extiende f. Es decir. existe una unica h tal que: 

i) 'rj X E R 'rj P E M x 'I- 0 v h(p. x) - f(p. x) 

ii) 'rj x. y E R 'rj P E M h(p. x+y) - h(h. <p. x). y). 

Demostraci6n: Como antes. se define g (x. y. p) - f (P. x+y) - f (f (p. x). y). Entonces. 
de la proposicion 8 aplicada a las coordenadas de g se sigue: 

'rj x. Y E R «x. y) 'I- (0.0) v 'rj P EMf (p. x+y) - f (f (p, x). y » 

Es decir. los x.y tales que 'rj p EMf satisface la ecuacion de flujo forman un entomo 
(de Penon) de (0.0). Luego. por la proposicion 5 se tiene un e > 0 tal que: 

'rj x. Y E ( -£ , £) 'rj P E M f(p. x+y) - f(f (P. x). y) 

(notar que la nocion de flujo local es precisamente este enuociado pero con los cuantificadores 
en el otro orden). f f 

Se tiene pues un flujo M x (-E, E) ~ M. que por adjuncion da una funcion (-E,E)~ MM 
(denotada tambien con la letra f) que transforma la suma de numeros reales en la composicion 
de MM. Dado un x E R cualquiera, sean n. k enteros tales que x E (-n,n) y 1/e E (-k.k). Entonces 
xlnk E (-e,e) y se define hex) - (f(xlnk»DK. donde la notaci6n exponencial indica la composicion 
en MM. Dos cuentas faciles muestran que h esta bien definida (no depende del n elegido), que 
transforma la suma de R en la composici6n de MM. Y que es el unico tal que coincide con fen 
(-t, e). 

Comentario: La demostracion de que todo campo vectorial en una varied ad compacta 
M E M se integra global mente en el modelo M ~ E aqui considerado PUdO haberse hecho 
directamente (apoyandose en los resultados clitsicos) sin pasar por las etapas: De D a!!. , de 
!!. a U, de U a R, M x D eM x!!. cUe M x R. De hecho. puede verse que la demosu·aci6n 
de la Proposicion 3 ya da una extension local a un abierto U c M x R. Sin embargo. el tratamiento 
con !!. y con el axioma de suficiente cantidad de infinitesimales se hace, pues estas son 
propiedades mas bdsicas que la integraci6n de campos vectoriales en vruiedades. y pueden 
enuncial"Se como a.tiomas sobre un objeto anillo R en cualquier topos E. Los mismos 
comentarios se aplican al pasaje de U a M x R. La proposici6n 9 pudo haberse demosu·ado 
directamente sin pasar por la nocion de compacidad de [6]. Finalmente, para ellector advertido 
quiero comunicar que los resultados aqui expuestos en las proposiciones 3. 7 y 9 valen 
intemamente, es decir. precedidos de los cuantificados universales en la variable de tipo 
exponencial correspondiente (ver [6]). 
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