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INTEGRACION DE CAMPOS VECTORIALES Y GEOMETRIA DIFERENCIAL SINTETICA

EDUARDO J. DUBUC

Es una idea propuesta por F.W.Lawvere [11] la de trabajar en un contexto donde la
construccién del fibrado tangente TM de una variedad (diferenciable) M sea representable. Mis
precisamente, considerar un topos E (en la practica serd una categoria de haces de conjuntos en
el sentido de Grothendieck, [1]) munido de un objeto D € E, 1 £, D, el "intervalo infinitesimal",
de manera que un vector tangente a M sea una "curva infinitesimal" DEM . Asi, TM=M",
donde esta Gltima expresion es laexponencial en E. El punto base es 1 M, y se tiene el fibrado
tangente M~ &5 M, donde 7 es la evaluacién en 0. Para el desarrollo de esta propuesta puede
consultarse el libro de A. Kock [9] y su amplia bibliografia . <2

...-)

Sea E un topos munido de un objeto anillo R, la linea, y sea D — RS R el egalizador de

x“ con 0. Es decir, D esté descripto por la férmula

D-[xlxz-O]

1.Axioma de tipolinea ([9]). T se dice de tipo linea si la aplicacién: RXR — RP (adjunta
alaaplicacion R xRxD — R, (a,b,d) — a+bd) que mandaun "par" (a,b) en la "funcién"
D #**_, R es un isomorfismo.

Este axioma expresa la validez interna de los enunciados:

i) VfeRP 3 beR / VdeD f(d)=f(0) +bd
ii)VdeD db-db’> = b=b’

Es decir, el grafico de toda funcién de D en R es una recta. Dada una funcién Rf; R, se
define b = ’(0). Asi, larestriccibnde faD, DcR £, R, queda caracterizada por su valor en
cero f(0) y por el valor de su derivada en cero f'(0). -

Mis generalmente, cualquiera sea s€R, se tiene para todo deD, f(s+d) = f(s) + f’(s)d.
Escribimos también 4 (s) = £ (s).

Dado M €E, un campo vectorial ME, MD es una seccién del fibrado tangente MPE M,
7 & = idm. La aplicacién conjunta MxDE;, M, que satisface la ecuacion E (p,0)=p VpeM
es un flujo infinitesimal, o familia de curvas integrales infinitesimales. Puede verse que para una
clase de objetos M, llamados "infinitesimalmente lineales", (que incluye a todos los objetos de
interés) se satisface en adicién la ecuacién:
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E(E(,c),d) = E(p,c+d) VcdeD/c+d €D .
Asi en este contexto, todo campo vectorial ya estd integrado infinitesimalmente.

Una familia de curvas MXxR £, M es un flujo integral del campo si sus "vectores
velocidad" son los vectores del campo. Es decir, si:

f(p0)=p y f(p,s+d) = E(f(p,s).d) VpeM,seR, deD.

Supongamos que de alguna manera se tienen coordenadas en R para los puntos de M. El -

campo & serd entonces de la forma:

E (p.d) = p+g(p)d con g una funcién M2, R". El miembro izquierdo en la ecuacién de
arriba queda igual a :

f(p.s) +45 (P.S) d, mientras que el derecho es: ,

f(p,s) + g (f(p.s))d. Se sigue entonces que tener un flujo integral equivale a tener una
soluci6n de la ecuacién diferencial:

£ 0)=p y¥ (p9)=g((.5) VpeM, seR .

En este par de charlas nos va a interesar el problema de la extensién de flujos infinitesimales
(o sea, integracién de campos vectoriales) en un modelo concreto E de esta teoria. Se espera que
esto sirva también para que el lector pueda entender el significado matemdtico concreto de esta
marnera de hablar en el lenguaje interno de un topos.

2. Modelos bien adva'ptados ([4]) .Denotemos M a la categoria de variedades diferenciales
C” y funciones infinitamente diferenciables. Se recuerda que en M pueden construirse los
productos fibrados transversales. Es decir, dado un diagrama de variedades c”.

P y TyP
' ! {
M- N, X 2z TM—- TN

Siparatodopar x € M, y € P que van a parar a un mismo punto z € N las imagenes
de los vectores tangentesa x en Mya y en P engendran (o generan) todo el espacio tangente
azen N, entonces en el producto fibrado S € M x P, S = {(x,y) de tales puntos} existe una
Ginica estructura de variedad diferenciable C* que hace del diagrama

S - P
! l
M -5 N

un producto fibrado en M. (c.f.[8]).

Ejemplos tipicos de esta situacion son los ceros de funciones independientes R" 5 R,

i=1, 2, ..., k, con su estructura de variedad de dimensi6n n - k, y los productos de variedades:

MxPp —— P

R T

R" —— R M—— 1

N N

—

— e

N
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Un modelo bien adaptado de la Geometria Diferencial Sintética es un topos E munido de
un anillo de tipo linea R y de una inclusién (plenamente fiel) M — E, R — R, tal que:

0)TM=M

1) Preserva productos fibrados transversales

2) Preserva cubrimientos abiertos
donde denotaremos (salvo en el caso de R) con la misma letra a una variedad ya sea considerada
en MoenE. Elpunto 1) no necesita aclaracién, y 2) significa que los cubrimientos abiertos
de una variedad son familias epimorfas (efectivas y universales) en E. '

Esto dltimo significa sencillamente que dado. un cubrimiento U, c M, para construir una
flecha M — X en un objeto cualquiera X de E, basta construir una familia U, — X compatible
en las intersecciones.

3. Construccién de modelos bien adaptados.([4] [5])

Los modelos bien adaptados se construyen utilizando una clase de anillos, o més bien de
R-ilgebras, llamados Anillos C*. Las operaciones n-arias de la teoria de anillos C” son todas
las funciones C* R" — R, y los axiomag son fodas las ecuaciones vilidas entre ellas. En
particular tenemos la suma y el producto R” — R, lo que dice que todo anillo C* es un anillo.
Asi como dado un anillo A y un polinomio en n-variables f, le corresponde una "funcién
polinomial" A" £, A, dé la misma manera, dado un anillo C* A y una funcién C” en n-variables
f, le corresponde una funcién A" £,A. Un morfismo entre anillos C” es una funcion que preserva
(estd claro) toda esta estructura. El anillo C* libre en n-generadores es el anillo C*(R") de todas
las funciones C™ de n-variables (es decir, el conjunto de operaciones n-arias). Otros ejemplos
tipicos son los anillos C”(M) y Cp (M) de funciones C* a valores reales definidas en una variedad
M, y de gérmenes de tales funciones definidos alrededor de un punto p € M. También el anillo
R [€] de nimeros duales (R [e]={a+be la,b eRYy &2 = 0}) asi como toda dlgebra en el
sentido de Weil [13].

Proposicién 1: Dado un anillo C*A, todo ideal I < A es una congruenciaC™. (a~b &
a-b el '

Demostracién: Sea f: R" — R una funcién C*, y ai~bi i=1,2,..,n. Entonces:

f(a,, ..., a,) - f(by, ..., b,) = ‘.E(ai -b) gia;, ..., a, by, ., by) .

Este simple hecho permite obtener a partir de los anillos C*(R") todos los anillos C™ que
se necesitan. ’

Definicién: Un ideal 1< C™ (R") es de naturaleza local si: Dado f € C°R"), fe 1
VpeZl) flp ellp c CyR". (donde Z(I) ¢ R"es el conjunto de ceros de I, f Ipes
el germen de fen p, y Il es el ideal generado por los gérmenes de funciones de I). Nétese que
si p €& Z(I), 1ellp,osea Ilp=Cp°(R".

Proposicién 2: Todo ideal I = (h,,...,h,) finitamente generado es de naturaleza local.

Demostracién: Sea f, localmente en I. Entonces existe un cubrimiento U, < R" con
particién de la unidad subordinada @, € C*(R") tal que fly, € Ily < C*°(U,). Sean
g € C7(Uy) tales que fly_ =Zgl hiy, . .

Entonces ¢, f = Z0q gh;

Luegozf‘§¢af-§2.:¢ag=hi'zl:§ @ g h



154 E.J. DUBUC

. =Zgh; donde g = T ¢o g

Nétese que todo punto p € R” tiene un entorno donde todas estas sumas son finitas.

~ Notamos que esta proposicion significa un Nullestelentzats para ideales finitamente
generados. Es decir, se tiene:

Zh,..oh) =¢ & 1€ (ys- . hy)

Para ideales I de naturaleza local esto vale por definicién. Un ejemplo tipico de ideal que
no satisface el Nullestelentzats, y por ende no es de naturaleza local, es el ideal de las funciones
de soporte compacto.

Denotemos A ala categoria de anillos C™ presentados por un ideal de naturaleza local. Dado
A € A,si se lo considera como un objeto de la categoria dual (formal) A °P, se indicard esto con
una barra arriba de la A. Asi, A € A°P,_en A% se considera la topologia de los cubrimientos
abiertos. Si A =C” (R") /1, una familia A, — A es un cubrimiento si A, = C*°(U,)/1 l; , donde
U, es un cubrimiento abierto cualquiera de los ceros de I, Z(I) cR". (laflecha A — A, esun
epimorfismo (no suryectivo) en A. De alli que A, es un sub objeto de A).Estas familias son
epimorfas efectivas (y universales) en A% (c.£.[4]), luego se tiene una inclusion plenamente fiel
A°" - Een el topos E de haces. Se tiene:

Teorema ([5]). La inclusién M — A°" — E es un modelo bien adaptado de la geometria
diferencial sintética.

Nétese que la primera parte de esta inclusion, M — AP, es el funtor M — C*(M). Es en
este modelo donde vamos a analizar el problema de la extension de flujos infinitesimales. La
linea R es representable. Es decir, esti en A°P, Se tiene R=C”(R). Puesto que R [e]=C”(R) / (x°),
el objeto D también es representable, y se tiene D = R[e]. Veamos como se demuestra que R es

un anillo de tipo linea. Hay que ver que los haces RP y RxR son isomorfos. Ello significa que

se tiene una biyeccion (natural) entre los conjuntos de flechas A — RP y A = RxR. Es decir,
R"”y RxR admiten las mismas secciones provenientes de los representables A € A°P, Se tiene:
A - R

AxD-» R

A [ge] « C°(R)

A « C®

A - RxR

Aqui hemos indicado ®w al coproducto en la categoria A.

Dada una variedad M € M, para convencernos que MP es realmente el fibrado tangente
TM, calculemos cuiéles son las secciones globales 1 -§-) MP. A una tal E le corresponde por
adjuncion exponencial una flecha ("'curva infinitesimal") D .§.) M. Pero esto no es otra cosa que
un morfismo de anillos C* C=°(M) & R [g]. Un tal E seré de la forma & (f) = Ei(f) + E,(f)e,
donde &, es un morfismoen R, y &, una &, -derivacién (ello se sigue trivialmente del hecho que
E es un morfismo y que €% = 0). Pero &, (f) = f(p) para un tinicop € M (Milnor’s exercise
en [3]), y como es bien sabido, a &, le corresponde un Ginico vector tangente a M en p. Se tiene
entonces que £ es exactamente un punto en TM.

~—

e N N

N
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4. El fibrado tangente de esquemas afines C*,  _ _

SiA € A, A =C°R"/I, dualizando se tiene que AcR",A =[[p € R"| h(p) =0 para
cadah € 1]].El objeto A no seri necesariamente una variedad M < R", M € M, pero mis
generalmente un "esquema afin C™". Como por ejemplo, la variedad infinitesimal D=R [e] cR.
Lash € Ison las ecuaciones que definenA. El fibrado tangent%A puede calcularse facilmente
utilizando el axioma de tipo linea. Veamos: A” C (R“)D =R“, ysetiene queun &€ R"
esti enAD si ysélosiE(d) € A V d e D. Es decir, h (§(d)) = 0 para cada h € 1. Pero E(d) sera
E(d) = (x,+ yd, ...xn +y,d). Luego h(E(d)) =h(x,,...x,) + d(TL (x;,...x,)) y)=0 V d €D.
Si d=0 tenemos_h(x,...x,) = 0. Por ii) en el Axioma de tipo finéa podemos cancelar d, y se
tiene también L& (x, ...xn) .y; = 0.

1

Luego AP cR%®, AP=[[(p.q) €R®Ih(p)=0 y ;Qgi(p)yi-o‘o'hel]]

donde hemos puesto p = (x1,...Xn)y q=(yl....yn). Esdecir, AP queda definido por las bien
conocidas ecuaciones del fibrado tangente.

5. Extensién de flujos infinitesimales en el Modelo.

Sie> 0esun nimero real € € R, el intervalo (-€,€) © R en el topos E esta representado por
(-6,€) =C”(—&,£). Lainterseccion A = N (-€, €) calculada en el topos estara representada por
el limite en A de la cadena C(R) = C” {(~¢,¢), € > 0. Pero este anillo C* no es otra cosa que
el anillo C% (R) de gérmenes en cero de funciones C”. Es decir, Ac R, A=Cpo (R) .Puesto
que todo germen es el germen de una funcién global, se tiene un cociente C°(R) -Co (R) =
C*(R)/ J, donde J es el ideal de las funciones de germen nulo. Claramente J c (x%), luego
D c A, yenuncierto sentido A es el mis grande entorno infinitesimal de cero (nétese ademas
que todo ideal I de naturaleza local tal que Z(I) = {0} contiene a J). De la continuidad de la suma
R xR & R se sigue que se tiene Co(R) = Clo.0) RxR) =CG(R)®=Co(R) ,t 3 x+y,
es decir A c R es cerrado para la suma. Se tiene A x AD A, sis, t €A, entonces s + t€ A.
Vamos a ver ahora que en E todo flujo infinitesimal puede extenderse a un flujo, también
infinitesimal, pero definido sobre todo A. ’

Proposicién 3. Dado un cam;}o vectorial M x DE.) M, &(p,0) = p en una variedad M éM,
existe una (inica) funciéon M x A 35 M tal que: 2

f(p.d) = E(pd), deD y f(ps+t) = f(f(ps)t), st e A

Notar que poniendo t = d, se sigue inmediatamente que f es un flujo integral del campo E
en el sentido descripto en la pagina 2. e R L

Demostracién: Puesto que la inclusién M — E es plenamente fiel, los razonamientos hechos
en la pagina 2 muestran que al campo & le corresponde una ecuacion diferencial ordinaria.

f(pO) =py %fs (p,s) = g (f (p.s) )..donde ahora g es una funcién C°MER"enM.

Se sabe que ella puede integrarse localmente. Mas precisamente existe una funcién c?
MxR L, Ren M que es un flujo local.

Es decir, f(p,s) es una solucién de la ecuacién para s suficientemente pequefio (dependiendo
de p). Ademés, para cada p € M existe un entorno Ude pen M y un € > 0 tal que

f(x,s+t) = f(f(x,;s)t) V xeU, s, t<eg
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M=Z(J)
Ul o]
(9,0,0)
€
R
R

Se sigue que para toda h € C”(M) el germen de la diferencia hf (x ,s + t) - hf (f (x, 5), t)e
C°M x R x R) es nulo en todo punto (p,0,0) del "eje”" M. Este eje es el conjunto de ceros del
ideal J generado en C”M x RxR) por las funciones de dos variables reales de germen nulo
en (0,0). Es decir, esta diferencia es igual a cero en el anillo

A=C°MxRxR)/T=C°(M)®« Co (R) ®< C5 (R),

querepresentaaMx Ax A enE. (¥ indica el ideal de las funciones que estin localmente en J,
y, como antes, ® « es el coproducto en la categoria A). Pero esto quiere decir precisamente que
la correspondiente funcién en E, M x A_f) M satisface la ecuacién f (p,s+t) = f (f (p,s).t).

Esta proposicién muestra que el resultado clasico de integracién local de campos vectoriales
equivale en el topos E a la integracion de una familia de curvas definidas sélo en el "intervalo"
infinitesimal A=) (—¢,£) .Como veremos a continuacion, el pasaje de lo infinitesimal a
lo local en E se obtiene autométicamente mediante la l6gica interna del topos.

6. Un poco de l6gica en el topos. ([2])

Si H ¢ E, los sub-haces de H pueden pensarse como extensiones de férmulas predicables
sobre H. Asi por ejemplo ya hemos visto que R[e ]J=AcR es D=[[x€&R Ixt=0 11y que
Co(R) =AcResA=][[xeRIx e (-¢,e)paratodoe>0 &€ R]].Consideremos el
sub-haz R* de los elementos inversibles de R, es decir, R** =[x e R/3Jy:xy=1].

— o N
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Este sub-haz puede verse como un producto fibrado en E:

R* - RxR_ x = (xx1)
¢ ¢l|.ll
1 L R

El correspondiente producto fibrado determinadoenM porRyR*=R- {0) es transversal,
luego es preservado por la inclusion M — E. Se sigue que R* es representable por el anillo
C*(R*), R* = C” (R*). Dado un sub-haz F c H, la negacion de F, denota 1F cH, es el mas
grande sub haz de H disjunto con F. Esté caracterizado por la propiedad universal:

VXcH -XclE

X NF=0

Notemos que ¢ (A) ¢ paratodo A €A salvo para A = (, en cuyo caso ¢(6) = 1. Es
decir, ¢ es representable por el anillo 0, ¢ = 0.(ello se debe a que 0 esta cubierto por la familia
vacia en A°P). La regla seméntica para ver cuando una seccién A 3, H se factoriza por TFesla
siguiente

(donde ¢ es el sub haz vacio)

A - 1FcH

noxg-)F y Vv E(P-E; K si.E ‘PL)F entonces E =¢
Proposicién 4: En el anillo R la siguiente férmula es vélida:
VxeR x# 0 & xesinversible.
Esto significa que los sub-haces 1 {0} y R* son iguales

Demostracion: Una seccion A &R, A e A% es un morfismo C°(R) — A enA. Es
decir, un elemento a € A. Se ve facilmente (por ejemplo usando el producto fibrado arriba
mencionado) que ase factoriza A% R* exactamente cuando es un elemento inversible del anillo
A. De esto se sigue que R* N {0} = ¢. Luego R* 1 {0}. Supongamos ahora A% 140}
Poniendo B=A/(a) en regla semintica de la negacion se tiene que A/ (a)=0. Es decir (a) = A.
Luego a es inversible y se tiene A% R*, Esto demuestra {0} c R*.

Ahora ponemos un ejercicio para el lector determinado a aprender estos asuntos.
Ejercicio: En el anillo R la siguiente formula es vélida:
VxeR «xnoesinversible & x € A

Esto significa que se tiene A = TR* = 1 1{0). Es decir, los x € A son aquellos x
indistinguibles de 0. Los infinitesimales.

Dados dos subhaces FCH, G cH launién FU G c H es €l mis pequefio sub haz de H
que los contiene a ambos. Aqui nos van a interesar solamente uniones de sub haces de R, o0 mas
generalmente, de una variedad M &€ M. Como este haz es representable, y sus cubrimientos
resultan ser los cubrimientos abiertos de la variedad M en el sentido habitual, se tiene, para
FcM y GcM dos subhaces cualesquiera de M:

FuG =M
3 un cubrimiento abiertou, € M talque Va Us € F 0 Ua € G
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Si F y G son representables, la unién en E implica pero no es equivalente a la unién
conjuntista en M. Asi por ejemplo mientras que R* U {0}=RenM, R*U {0} #RenkE.
Es decir, la formula V x e Rx #0vx =0noes vilidaen el anilloR en E.

Para tratar nociones locales no infinitesimales J. Penon [12] introduce una nocién de entorno
que puede imaginarse pensando a la negacion en el topos como indicando lejania. Si G, F son
dos sub-haces de un haz H, entonces se define:

FesunentornodeG & |G UF = H

Es decir, si la formulas VxeH x € Gv x € F es vilida que puede pensarse como
afirmando que todo punto de H estd en F o estd lejos de G. La siguiente proposicion es un caso
particular de un resultado de J.Penon:

Proposicién 5: Sea N c M una sub variedad cerrada de una variedad M € M. Entonces,
un sub haz F D M es un-entorno de N en el sentido de Penon si y solo si existe un abierto U de
Mtalque NcUCF.

Demostracién: Si |N U F =M, se tiene un cubrimiento abierto U, de M tal que U, C N
ou,cF.Seax € Ny atalesque x € U,. Se tiene entonces que U, N # ¢ y por lo
tanto U, & IN. Luego U, cF. '

" Launién de los U, tales que U, F es el abierto buscado. Reciprocamente ,V=M-N es un
abiertotalque VAN =¢. LuegoV C N " '

Sea U tal que Nc UcF. ElparU, V es el cubrimiento requerido.

7. El pasaje de lo infinitesimal a lo local.

Supongamos que se tiene una funcién R By Ren E tal que g 5 = 0. Es decir, tal que la
restriccién de g a A es cero. La funcién g es en realidad una funcién RER enM, es decir
g € C°(R). Del hecho que R=C” (R)yA= C (R)/J, J =Ideal de las funciones de germen
nulo, se sigue inmediatamente que g € J, es decir, se tiene un abierto U c R, 0 € U tal que
g lu = 0. Si Fes el egalizador FR R, F=[[ x € R | g(x) = 0]}, puesto que gly =0ly, se tiene
U cF.Como R* U U =R, vemos que R* U F =R en E. Pero R* = 1{0}, luego 1¢{0yUF=R.
Es decir, F es un entorno (de Penon) de cero. Tenemos pues: ’

AcF = 1{0}UuF=R
o equivalentemente, la validez de la formula:
*'VxedlA gx)=0 =2Vxxe R xz20v g(x)-b
Recordando el ejercicio A= 7740}, se tiene que R satisface el siguiente enunéiado:

Axioma de suficiente cantidad de infinitesimales:
[gx) =0 - VxeR / lx#0] = [VxeR x#0vgx) =0]
~ Hacemos notar que el enunciado, asi escrito, tiene sentido para cualquier objeto anillo en

cualquier topos, tal como es el caso con el axioma de tipo linea. ' En realidad, en el 'modelo
M — E donde estamos trabajando, un hecho més general es cierto. Antes, una definicién: -
A" = Co(R"Y, A" c R™, donde Cg (R™. es el anillo de gérmenes en cero de funciones C
“ de n variables C°(R™) =» C5(R"). Setiene A" = U - U abierto de R", y lainterseccion,
por supuesto, calculada en E. Tenemos: = P o

_ O~ O W

NN N TN N N N N N N N N =
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Proposicién 6: Dada una variedad M € M y una funcién M x R" &P, se tiene:
MxA"cF = 1Mx{0}) UF = MxR",

donde F=[[ (p,x) € MxR" | g(p,x) = 0 ]].Esdecir, si g se anula en el cilindro infinitesimal,
entonces g se anula en un entorno del eje.

Equivalentemente: .

(VxeA" VpeM g(px) =0) = (VxeR"Vp eM x=20v gpx) =0)

Demostracién: De nuevo, como M — E es plenamente fiel, g es en realidad una funcién
M x R" & R. Del hecho que M x R” esté representado por el anillo C°(M x R") = C*(M)®«
C°R" y Mx A" porelanillo C°(MxR") /J = C°(M) ®- C5(R"), se deduce que
g € Jes decir, g estd localmente en el ideal J generado en C® (M x R") por las funciones de
n-variables reales de germen nulo en el origen. Luego, el germen de g es nulo en todo punto del
conjunto de ceros de este ideal, Z(J) = Mx {0}. Hay por lo tanto un abierto Uc M x R",
Mx {0}c U ytalque gly=0.Puestoque Fesel egalizador F— MxR" & R setiene
UcF. Siconsideramos el abieto MxVcMxR" donde V = R"- {0) puesto que
MxV) n Mx{0}) = ¢, setiene (MxV)c ] (Mx {0}. Como, por otro lado,
(Mx V) U U=MxR" se deduce que 1(Mx {0}) UF=MxR" en E.

Una consecuencia inmediata de la existencia de suficiente cantidad de infinitesimales (tal
como enunciado en la proposicién precedente) es el hecho que todo flujo infinitesimal en una
variedad M se extiende a un flujo local. '

Proposicién 7: Dado un flujo infinitesimal Mx A _f-> M, f(p,0) = p, f(p,s+t) =
f(f(p,s).t), peEM, s, t € A, enunavariedad M € M existe un (iinico) flujo local que
extiende f. Més precisamente: Se tiene M xR 5, Mul que: '

i) Vt e A Vp € M coincide con el flujo dado.

ii)Vx,ye R VpeM (xy) #(0,0)v f(p,x+y) = f(f(p,x),y).

La unicidad es local, cualquiera sea M x Ri M tal que i), ii) se tiene:
.VxeR VpeM x20 v f(p,x) = h(p,x)

Hacemos notar que de la proposicion 5 se sigue que se tiene un abierto
U, MxA cU c MxR yunatnica U M que es un flujo que extiende f.

Demostracién: Podemos suponer que el flujo se extiende de alguna manera a una funcién
M xR £, M. Enefecto, en la demostracién de la proposicion precedente se ha visto que M x A
estd representado por un anillo A cociente del anillo C(M x R) que respresenta a M x R.
Supongamos por ejemplo que M = R®. Entonces M est4 representado por C”(R%) que es un anillo
C” libre. Se sigue inmediatamente que la flecha C™ (R%) = A que corresponde a f se levanta a
una flecha C”(R%) — C”(MxR), que da la extensi6n buscada. En el caso general de una variedad
cualquiera M € M este hecho sigue siendo cierto, pero una demostracién sencilla y directa
no se nos ocurre en este momento. Sea pues f unaextensién cualquiera de f y sea
g(p.x,y) = f(f(p.x) ,y) - f(p, x+y) (Suponemos sin pérdida de generalidad que M esta contenida
en R® para algiin s, M c R®). Aplicando la proposicién 6 a las coordenadas de g se termina la
demostracién. De igual manera se deduce la unicidad local, poniendo g(p,x) = h(p,x) - f(p,x).
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Comentario: Supongamos cierto el axioma de suficiente cantidad de infinitesimales tal
como el enunciado (*) al principio de § 7 y consideremos la siguiente demostracion sintética de
la proposicion 6: Paracada p € M se tiene una funcién g( p, - ) de R en R que se anula en todo
x € A.Luegopor(*)tenemos Vx€R x#0 v g(p,x) = 0.Pero como esto vale cualquiera
seap € M,sededuce VxeR VpeM x#0 v g(p.x) = 0, Luego, queda demostrada
la proposicién. ¢ Es esta demostraci6n vilida?. Bueno, tal como esti enunciado (*) no, pues
p € M es una variable de tipo M, luego g (p, - ) no es en realidad una flecha R — R en el topos
E, y por lo tanto (*) no se puede aplicar. Pero supongamos se tieng un axioma (*) precedido del
cuantificador V g € R™. Enestecaso, Vp € M g(p.-) € R" donde g es la del enunciado
de la proposicién 6) y 1a demostracién resulta vélida. De hecho, el axioma de suficiente cantidad
de infinitesimales (*) con el cuantificador V' g € R™ escierto en el modelo, y su verificacion
puede hacerse ficilmente mediante las reglas semanticas que el lector puede encontrar en [2].

8. El pasaje de lo local a lo global.

Un resultado clasico de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias dice que todo campo
vectorial en una variedad M se integra globalmente si la variedad es compacta. La nocién de
compacidad para objetos de un topos E puede definirse utilizando una propiedad caracteristica
de los espacios compactos. A saber, si M es compacto, cualquiera sea el espacio X, dado un
punto xp € X, todo entorno del eje, M x {Xo} © U € M x X contiene un entorno tubular. Es
decir, existe un abierto V, xo € V c X, tal que M x V < U. (Ver [7]). Este hecho, mediante la
nocién de entorno de Penon, se expresa en la l6gica interna del topos de la manera siguiente:

Definicién ([7]). Dado un topos E, un objeto M € E se dice compacto si para cualquier
X € E, lasiguiente formula es vilida(donde x€e X y p e M)

VxVp (9(x) v ¥(p.x) = Vx(@(x) v Vp v(p,x)),

cualesquiera sean las proposiciones ¢ y V, predicables respectivamente sobre X y M x X.

Se demuestra que en el modelo M—E, una variedad M € M es compacta en el sentido
clésico si y solamente si satisface esta definicion. Como ilustracién, demostraremos aqui un caso
particular:

Proposicién 8: Dada una variedad compactaM € My una funcién M x R" & R, se tiene:
VxeR"VpeM (x#20 v g(p.x) =0 = VxeR"(x#0 v VpeM g(p,x)= 0)

Demostracién: El antecedente de la implicacién dice que el sub haz FcM x R",
F=[[(x,p) | g(x,p)=01]]esunentorno de Penon deleje Mx {0}c Fc Mx R". Por la
proposicién 5 se tiene un abierto U de M x R" tal que Mx {0} c U cF. Como M es compacta,
existe un abierto Vc R tal que Mx V © U.LuegoMx V < F. Pero esto dice entonces (de
nuevo por la proposicion 5) que el subhazG R%,G=[[xIV p e Mg(x,p)=01]es unentorno
de Penonde 0 € R". Es decir, precisamente lo que afirma el consecuente de la implicaci6n.

Este hecho, junto con la Arquimedianidad de la linea R en el modelo M — E es lo que
permite extender un flujo local a un flujo global. La preservacién de cubrimientos abiertos por
lainclusién M — E dice en particular que el cubrimiento (-n,n) € RenM es preservado. Es
decir, en el topos E' se tiene R = L(-n, n). Esto, en la l6gica de E significa que

¥V xe€R 3 nx €(-nn).

Proposicién 9: Dado un flujo local M x R-f, M en una variedad compacta M, es decir,
una f tal que:

N N N~ T

N NI
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Vx,yeR VpeM (x,y)# (0,0) v f(p,x+y) = f(f(p.x),y).
existe un Gnico flujo global M xR E; M que extiende f. Es decir, existe una Gnica h tal que:
i) VxeRVpeM x#0 v h(p,x) = f(p,x)
ii) Vx,ye R Vpe M h(p,x+y) = h(h, ¢, x),y).

Demostracién: Como antes, se define g (x,y, p) = f (p, x+y) - f (f (p, x), y). Entonces,
de la proposici6n 8 aplicada a las coordenadas de g se sigue:

V x,y €R ((x,y) # (0,0) v Vp e M f(p,x+y) = f(f(p,x),y))

Es decir, los x,y talesque Vp e M f satisface la ecuacién de flujo forman un entorno
(de Penon) de (0,0). Luego, por la proposicién 5 se tiene un € > 0 tal que:

Vxye(-e,8) VpeM f(px+y) = ff(p.x),y)

(notar que la noci6n de flujo local es precisamente este enunciado pero con los cuantificadores
en el otro orden). ¢ £ M
Se tiene pues un flujo M x (-€, €) = M, que por adjuncién da una funcién (-g,)> M
(denotada también con la letra f) que transforma la suma de nimeros reales en la composicion
de MM. Dadounx e R cualquiera, sean n k enteros tales que x € (-n,n) y 1/¢ € (-k,k). Entonces
x/nk € (-£,€) y se define h(x) = (f(x/nk)) , donde la notacién exponencial indica la composicion
en M. Dos cuentas faciles muestran que h esta bien definida (no depende del n elegido), que
transforma la suma de R en la composicién de MM, y que es el dnico tal que coincide con f en
(-&, €).

Comentario: La demostracién de que todo campo vectorial en una variedad compacta
M € M se integra globalmente en el modelo M — E aqui considerado pudo haberse hecho
directamente (apoyandose en los resultados cldsicos) sin pasar por las etapas: De DaA, de
A aU,deUaR, MxD cMxA cUcMxR. De hecho, puede verse que la demostracion
de la Proposicién 3 ya da una extensi6n local a un abierto Uc M x R . Sinembargo, el tratamiento
con A y con el axioma de suficiente cantidad de infinitesimales se hace, pues estas son
propiedades mas bdsicas que la integracién de campos vectoriales en variedades, y pueden
enunciarse como axiomas sobre un objeto anillo R en cualquier topos E. Los mismos
comentarios se aplican al pasaje de U a M x R. La proposicién 9 pudo haberse demostrado
directamente sin pasar por la nocién de compacidad de [6]. Finalmente, para el lector advertido
quiero comunicar que los resultados aqui expuestos en las proposiciones 3, 7 y 9 valen
internamente, es decir, precedidos de los cuantificados universales en la variable de tipo
exponencial correspondiente (ver [6]).
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