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SOBRE LA ECUACION DE CURVA TURA MEDIA PRE5.CRITA Y OTRAS ECUACIONES 

CUASILINEALES ELlPTlCAS CON SOLUCIONES ANULANDOSE LOCALMENTE 

JESUS I. DIAZ. JOSE E. SAA Y URSULA THIEL 

Dedicado a la memoria de Julio Rey Pastor con motivo del centenario de su nacimiento. 

Resumen. En este trabajo se considera la ecuaci6ncuasilineal eliptica 

-div (Q( I Vu I) Vu) + f(u) - g(x) 

en un dominio 0 de RN con condiciones de contomo de Dirichlet 0 bien de tipo capilaridad. 
Dicha formulaci6n incluye el caso de ecuaciones semilineales Q(r) - 1 ; cuasilineales de tipo 
degenerado apareciendo en la teona de flutdos no Newtonianos Q(r) - r P-2 • p > 1 ; Y la ecuaci6n 
no parametrica de una superficie con curvatura media prescrita como aparece, por ejemplo. en 
fluidoestatica separando la regi6n ocupada por un liquido en reposo yel aire, Q(r) _ (1 + r 2) -112. 

Se dan condiciones necesarias y suficientes sobre Q, f para que la solucion u se anule 
local mente en alguna subregion de 0 (zona seca de la vasija) supuesto que el "tamafio" de 0 
sea suficientemente grande. Tal fen6meno es peculiar de perturbaciones f con derivada infinita 
en el ongen cuando Q es, por ejemplo, la dada en el primer 0 tercer ejemplo. Esto motiva el 
establecimiento de resultados de existencia. unicidad y regularidad de soluciones que generalizan 
los existentes en la literatura y en los que se imponta una condici6n de Lipschitz sobre f. En la 
obtenci6n de la existencia juega un papel primordial las estimaciones "a priori" sobre Vu en el 
espacio L 00 ( 0 ). 

Introducci6n 
En este trabajo se estudia la ecuaci6n cuasilineal eliptica 

(1) - div (Q( I Vu I ) Vu) + f(u) - g(x) en 0, 

junto con condiciones de contomo de tipo Dirichlet 

(2) u-h en ao 

o bien de tipo Neumann 0 capilaridad 

(3) 
--+ 

Q( I Vu I ) Vu . ,,- ~ en ao, 
donde;:; es el vector unitario normal exterior a ao . 
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Las hip6tesis estructurales que admitiremos en 10 que sigue son las siguientes: 
'1 abierto. acotado y de frontera regular. -
Q: [0. GO) ~ [0. _ GO) funci6n con las propiedades 

(i) \:f K compacto de RN existe una constante c - c(K) > 0 tal que 

(Q(I SII ) SI - Q( I ~ I ) ~ )(SI - ~) ~ C I Sl _ ~ I m. 

\:fSI'~ e K yalgunm >1. 
(ii) La funci6n a: ~O. GO) ~ [0. GO) dada por a(s) - Q(s) s verifica 

a ~ cO ([0. GO» () C I «0. GO» ,a(O) - 0, a'(s) > 0 si s > 0 . 

f : R ~ R funci6n tal que f(O) - O. f(r) > 0 si r > 0, f no-decreciente. 
g y h: RN -+ R funciones de L ""('1) y L"" (an) respectivamente, peR, 
p e (-a.." a..,) ,a.., - lim Q(r) r • 

r-+ 00 

(la hipotesis f(O) - 0 puede ser suprimida sustituyendo f(x) por r (x) - f(x) - f(O) y g(x) por 
g(x) - g(x) - f(O) ) . 

Problemas del tipo (1) (2) 6 (1) (3) han atraido la atencion de numerosos autores en los 
ultimos anos toda vez que la ecuacion (1) modeliza importantes modelos concretos. Un 
tratamiento monografico del caso de no linealidades potenciales Q(r) - rP•2, p > 1, fue realizado 
en [Oil. donde ellector podra encontrar numerosas referencias asi como alusiones ala aparicion 
de (1) en el estudio de particulas cataliticas, en el caso semilineal p - 2, 0 en el tratamiento de 
fluidos no Newtonianos si P"# 2. Uno de los objetivos de este trabajo es extender la teona 
desarrollada en [Oi] al caso de funciones Q no necesariamente homogeneas y mas en especial al 
caso de superficies de curvatura media prescrita Q(r) - (1 + r 2) -112. Una descripcion de como 
la ecuaci6n (1) modela tal tipo de superficies puede encontrarse, por ejemplo, en [Gi-Trl. 
F"lSicamente, en procesos en los que aparece un medio continuo sometido a una tensi6n 
superficial, la ecuacion (1) aparece con frecuencia dado que dicha tension superficial viene 
expresada por la curvatura media de la superficie.Problemas del tipo (1) (2) 0 (1) (3) con esa 
eleccion de Q han sido objeto de consideracion de muy prestigiosos autores desde finales del 
siglo pasado, recibiendo dichos problemas los nombres de "problema de Plateau" y "problema 
de la capilaridad" respectivamente. El problema de Plateau aparece, por ejemplo, en el estudio 
de la deformacion de una membrana elastica por la accion de un campo de presiones (en la 
ecuacion representado por el rermino g(x) - f(u(x» supuesto que la membrana tiene sus bordes 
fijados ngidamente (vease. p.e., [Ca-Ke]). 

EI problema de la capilaridad aparece en Hidrostiitica (vease, p.e., [Fil): La funcion u 
representa entonces la altura de la superficie de un fluido reposando sobre una vasija cilindrica 
de base '1 y el angulo de contacto del fluido con las paredes verticales de la vasija viene dado 
por"( . En ese caso p = cos "( . EI termino f(u(x» - g(x) representa un campo de presiones 0 

fuerzas masicas. La zona de Q en la que u es cero representa la region en que la membrana 
toea el suelo 0 -bien la parte de la base de la vasija que queda seca. En ambos casos es 
intuitivamente claro que el dominio Q debe ser adecuadamente grande en relacion con la altura 
maxima de la membrana 0 el volumen total delliquido que han de suponerse "pequenos". Tal 
balance sera explicitado con precision (vease por ejemplo el Teorema 7). Por ultimo senalemos 
que el caso fisicamente mas frecuente corresponde al de un campo de fuerzas gravitatorio, 10 que 
corresponde a perturbaciones del tipo f(u) = A. u X {u>O}' donde X {u> O} vale cero sobre la zona 
en que u-O y uno donde u > O. Tal tipo de funciones f cae fuera de las hipotesis estructurales 
que suponemos en este trabajo, sin embargo nuestros resultados son de interes en la aproximacion 
de esa formulacion fisica. En efecto, los argumentos de existencia, regularidad, etc, de esos 
~roblemas se basan en la aproximacion de esa f (multivoca en u = 0) por una sucesion de 
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funciones fn que usualmente se toman regulares (por ejemplo mediante argumentos de 
penalizaci6n. vease p.e. [Ki-St]). Nuestros resultados muestran que en ese proceso desaparecen 
las fronteras libres y asi. para el.estudio de la frontera libre (separando las zonas u > 0 de 
u-o) resulta de mas utilidad aproximar f por funcioJ)es fn no Lipschitcianas (por ejemplo 

. fn (u) - AUlln sign (u». Para terminar estas alusiones al modele de la hidrostAtica seiialemos que 
nuestras soluciones seran de clase Cl con 10 que Vu - 0 en la frontera libre. Tal situaci6n 
corresponde a cuando el fluido moja la base de la vasija y asi el angulo de contacto delliquido 
con la base es cero. 

El contenido de este trabajo es el siguiente. En la Secci6n 2 abordamos la existencia. unicidad 
y acotaci6n de soluciones de los problemas (1) (2) y (1) (3). La dificultad primordial radica en 
la supresi6n de toda condici6n de Lipschitcianidad sobre f y en la gran generalidad de la 
hip6tesis (4) sobre Q que permite casos de operadores degenerados (Q'(O) - 0) 0 bien no 
uniformemente elipticos (como porejemplo cuando Q(r) - (1 + r2) -1/2). En la obtenci6n de los 
resultados de la Secci6n 2 la estimaci6n "a priori" en L co (a) del Vu juega un papel primordial. 
Dado que la derivaci6n de esas estimaciones es bastante larga y de un interes en si mismo hemos 
desarrollado ese tema en la Secci6n 3. El tipo de estimaciones sera de la forma 

(5) I Vu (s) I :s; cp(u(x». x E a. 

para una cierta funci6n cp que solo depende de Q, f , el minimo de u en a y la curvatura media 
de on (pero sin hacer alusi6n a la derivabilidad de f). Tal resultado es obtenido mediante la 
aplicaci6n del principio del maximo a un adecuado funcional que involucra a I Vu I . Nuestra 
estimaciqn resultarii "6ptima" en el sentido de que en el caso particular de que g sea una 
constante y N - 1 se tiene la igualdad en (5). Otras aplicaciones de laestimaci6n (5) son dadas 
mas tarde. 

Por ultimo en la Secci6n 4 nos centraremos en el estudio de la Hamada "zona nula" de la 
soluci6n N(u) - {x E a: u(x) - O} y de su frontera, la frontera libre F(u) - o(N(u» f"'Io(S(u» 
(donde S(u) es el soporte de la soluci6n, es decir, S(u) - {x En: u (x) "" O}). Daremos criterios 
de existencia y no existencia de la frontera libre. asi como una estimaci6n sobre su 10calizaci6n. 
La existencia de frontera libre viene dada esencialmente por el cumplimiento de dos hip6tesis: 

(a) un adecuado balance entre los terminos de difusi6n y absorci6n. 
(b) un adecuado balance entre los tamaiios del dominic y de la soluci6n. 
Se obtendra tambien un util "principio fuerte del maximo", que, en esencia. nos dice que si 

no se verifica (a) entonces 0 bien u - 0 en a o bien u > 0 en a. Si 10 que no se cumple es (b) 
tambien demostraremos la positividad de la soluci6n, es decir. la no formaci6n de la frontera 
libre. Estos resultados son asi una extensi6n de los expuestos en [Di] para e' caso de Q(r) _ r p-2. 

Secci6n 1. Resultados de existencia, unicidad y acotaci6n de soluciones 
La ecuaci6n en derivadas parciales (1) bajo la hip6tesis estructural (4) es muy general 

abarcando como casos particulares ecuaciones de una naturaleza bien distinta. Asi, por ejemplo, 
cuando Q(r) - r p-2 la ecuaci6n es degenerada cuando p > 2 pues pierde su cariicter 
estrictamente eliptico para r - O. Este hecho conduce a importantes patologias en sus soluciones 
que se manifiestan en tome a los subconjuntos de a donde Vu ~ 0 . En particular es bien 
conocido (vease p.e. la exposici6n de [Di]) que en ese caso puede no existir soluci6n clasica 
incluso cuando todos los datos del problema son todo 10 regulares que se quiera. Otro tipo bien 
distinto de ecuaciones englobadas en la formulaci6n (1) corresponde al caso de "las 
no uniformemente elipticas como por ejemplo Q(r) - r p-2 0 Q(r) _ 1 I (1 + r 2) 1/2. Ahora la 
dificultad viene ligada a que la constante de coercitividad C en (4) es tal que C(K) ~ 0 cuando 
I K I ~ +00 y de nuevo importantes patologias aparecen en las soluciones, en este caso en puntos 
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en los que I Vu I es grande (como p.e. en an). Sin duda de estos dos ultimos ejemplos es el del 
operador de curvatura media prefijada el que ha sido mas tratado en la literatura. 

Contraejemplos ·para la existencia de soluciones clasicas bajo ciertas condiciones 
geometricas sobre a n pueden encontrarse en [Se] (problema de Plateau) y [Fi] (problema de 
capilaridad). . 

Con el fm de introducir una nocion de solucion debil para (1) observemos que la ecuacion 
es "formalmente" la ecuacion de Euler del funcional 

(6) Jo(v) - LB(' Vvl) + L (F(v) - gv) 

siendo 

(7) B(s) J: a(r) dr , a(r) : - Q(r) r 

(8) . F(s) J: f(r) dr . 

Para dar sentido al funcional 10 habra que trabajar con funciones v en un espacio de energia 
W(O) adecuado con la propiedad 

v E W(n) - >. L B( I Vv I) < 00 • 

En el caso de Q(r)- r p -l resulta W(a) c wl.p (a) mientras que el de curvatura media 
prefijada Q(r) - (1 + r2rln permite elecciones del tipo W(a) c WI.1 (a) 0 bien W(a) c BV(a) 
, siendo esta lll1tima la mas util dado que 10 no es semicontinuo inferiormente sobre WI,I (a). 
Mas en general, bajo la hipotesis de convexidad sobre B (entre otras condiciones) es posible 
trabajar con exito sobre el espacio de Sobolev-Orlicz asociado WI,B (a) (vease referencias en 
~~Wy2~ . 

Dadas las patologias originadas sobre aa antes comentadas, una nocion de solucion debil 
para datos h en el contomo con hELl (a) fue introducida en el caso del problema de Plateau 
por diferentes autores (vease p.e. [Oe**], [Oil y sus referencias) minimizando el funcional 

I I(v) - 10(v) + J I v - h I dB N-I 

ilo 

sobre W(a) . En el caso del problema con condiciones de contomo (3) el funcional a minimizar 
pasaa ser 

Il (v) - 10(v) + ~ J v dB N-I • 
. ilO 

En 10 que sigue denominaremos soluciones variacionales a las encontradas mediante la 
minimizacion de II oIl . (En el caso de condiciones de Dirichlet y si por ejemplo Q(r) _ r p-l, 
p > 1 , basta minimizar 10 incluyendo la condicion u - h en aa en la propia definicion 
de W(O». 

La cuestion de la existencia de soluciones variacionales es bastante compleja debido a la 
gran generalidad de la formulacion (1). Asi, en el caso de Q(r) - r p-l (p > 1) y condiciones de 
Dirichet la existencia viene garantizada. con solo pedir que aa sea Lipschitz, g E W -I,p' (a), f 
no-decreciente y h E wl.p (a) tal que F(h) E LI(a), donde F es una primitiva de f (vease 
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p.e.[Di], Thm.4.2). Para el caso de Q(r) _ (l+r 2) -In se requierenciertas hi~tesis adicionales. 
Un resultado en esta direccion (debido a [Gi] ) aftrma 10 siguiente: Sean g E LN(n), h ELI (an) 
, g ,h ~ 0 Y f continua no-decreciente con f(O) - 0 tal que 

(9) 

con f (+ co) - lim f( t) y ~ la medida de la bola unidad en RN. Entonces existe al menos una 
solucion variailiional, u ~ 0, del Problema de Plateau. Con respecto al problema de tipo capilaridad 
citemos que ahora son necesarias ciertas condiciones adicionales sobre an . Sin embarpo la 
existencia de soluciones varlacionales no negativas u queda asegurada si an es de clase Code 
curvatura media acotada y ademas g E LN(n), g ~ 0, PEL oo(an) y f(+co) - +co. (para una 
formulacion mas general incluyendo el caso en el que an tenga puntos angulosos vease [Gi]). 

En este trabajo no abordaremos la existencia de soluciones variacionales para una funcion 
general Q. Porel contrario si resultaJi util analizar cuando esas soluciones variacionales son mas 
regulares (la cuestion de la unicidad setitratada mas tarde). En particular tenemos interes en 
funciones u E wl .... (n) y que veriflquen la ecuacion en el sentido generalizado habitual. 
Resultados de regularidad interior u E w\, (0) requieren usualmente hip6tesis de tipo 
Lipschitz sobre la funcion f (vease p.e. [Gi] para el caso de Q(r) - (1 + r2 ) -Ill) • Por otra parte 
el problema de la regularidad hasta el borde an es de gran interes dado . que el tipo de 
solucion variacional introducido no asegura que U I an - h (Pb. de Plateau). En el caso 
de Q(r) - (1 + r2) -Ill fue ya mostrad~ en [Se) que el no cumplimiento de la condicion 

(10) I f(h(x» - g(x) I S (N - 1) "(N _ I) (x) 

en alg6n punto x E an, donde "N-I(') es la curvatura media de ao, puedeimpedir la existencia 
de soluciones veriflcando u - h en ese x E ao . La suflciencia de la condicion (10) para asegurlll' 
que u - h ha side mostrada por diverses autores (Miranda, Gerhardt, Giusti. etc; vease [Gi)) y 
previamente por [Se] en la clase de soluciones clasicas . 

. El siguiente resultado evita la hip6teSis de Lipschitcianidad sobre f y. se reflere al caso de 
una funcion general Q. A cambio algunas hip6tesis adicionales son supuestas con el fm de 
obtener una cota sobre Vu(x) en L 00(0) (este resultado es expuesto enia Seccion 3). Senalemos 
tambien que recientemente estimaciones de Vu en L oo(n) sin imponer hip6tesis de 
Lipschitcianidad han side obtenidas en [Ko) y [Lie], 

y 

Teorema 1. Se consider an los problemas 

1-div (Q ( I Vul) Vu) + feu) - 0 
(PD) 

u-k 

1-div (Q ( I Vul) Vu) + feu) - 0 
(PN) 

Q (I Vu I) Vu .;r - P 

enn 

en ao 

en 0 

en ao , 
donde k, P E R+, Q Y f satisfacen las hipOtesis senalados en La Introducc;6n asi como: 

f(+co) - +co, f(+co) - lim f(t). 
t .... 00 
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) 

) 

) 

) 
Supondremos tambien que Q es estrictamente eliptico (a'(s} ~ 0, a(s) - Q(s) s) en. el 

caso en el que DQ no sea uniformemente coercitivo (e.d. si C(K) -+ 0 cuando I K 1-+ +00). Por ) 
ultimo si HN_I(x) es la curvatura media de an, supondremos tambien la condicion 

(11) f(k) :s; Na (A- I (A (+00) / N) HN_dx), x E an, 

siendo 

A(r) - I r a'(s) s ds, A(+oo) - lim A(r) o r-Hoc> 

ydonde 

k - max {u(x): x E an } en el caso.de (PN). 

Entonces (PD) y (PN) admiten al menos una solucion debil en la clase u E Wl,cO (n) . 

Demostraci6n del Teorema 1. En ambos problemas estableceremos varias etapas: 

Primera etapa: Sustituyamos Q por Q y f por fn , donde 

{ 
Q(t) si t e [0, M], 

Q(t) -
Q(M) + Q'(M) (t - M) si t e (M,oo) , 

con M > 0 a determinar con posterioridad, y fn la aproximacion Yosida de f (recuerdese que f 
es un grafo maximal mon6tono al ser continuo y no-decreciente), es decir, 

(12) 
In (r) -r 

fn (r) - ----- - f (In (r» , 
lin 

con 11.(r) - (I + (1/1..) f) -I (r) Oa I..-resolvente de f). 

y 

Asi, transformamos los problemas (PD) y (PN) en ( * ) 

{ 
- div (Q (I VUn I) Vun) + fn (Un) - g 

(PD.n) -
Un - K 

w .... ) - 1 
- div (Q ( I VUn I) Vun) + fn (Un) - g 

- -+ Q (I Vunl) VUn ." - p 

enn, 

en an, 

enn, 

en an, 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

(*) En 10 que sigue mantendremos el simbol0 de g aunque en nuestro caso es g == O. Se ) 
pretende mostrar como se trataria el caso de gEL 00 Y VUn acotado independientemente de n. 

) 
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respectivamente, con la particularidad de que ahora Q ya es globalmente coercitivo y fn cumple 
las siguientes propiedades (vease, por ejemplo, [Br*]): . 

fn es Lipschitciana de constante 11 n , 

fn es maximal monotono(no decreciente), 

fn (r) i f(r) Vr e R, 

I fD (r) I S I f(r) I. 

Estas propiedades nos permiten asegurar la existencia de una unica solucion 

Un e Wi. cO (0) n CI•n (0) n C2 {x eO: I Vu I ¢ O} . 

de (i'o. D) Y de (i'N. n) respectivamente; vease, por ejemplo, [Iv], [OBe], [To], [La-Ur]. 

Segunda etapa: Con el fin de pasar al limite en Un cuando n -+ ao necesitamos 
estimaciones previas de II Un II L cO r II VUn II L'''' independientes de n. 

Si consideramos los problemas (PD. D) basta comparar con una funcion constante C tal que 
C ~ K y f(C) > II g II L cO (que existe ya que se verifica (11). Por el principio de comparacion, 
observese que fn (C) -+ f(C), tenemos que 

En forma analoga podemos acotar inferiormente la sucesion. 
Si, por el contrario, estamos interesados en los problemas (PN• n) comparamos con una

funcion del tipo v(x) - c i ~ (x) + c2, con c i 0 C2 constantes a determinar y eI> , por ejemplo, la 
primera autofuncion del operador laplaciano con condiciones de contomo homogeneas de tipo 
Dirichlet. Por el principio fuerte del maximo ([Gi-Tr]) se sabe que existe una conStante positiva 
m tal que -M S Vel> . v S -m en ao. Elijamos CI tal que 

(13) Q ( I Vv I) Vv. V ~ ~ , 

y ~ para que se verifique 

(14) 

con C2 independiente de n, 10 que es posible ya que eI> e c2 (0) (por la regularidad de ao y, por 
ejemplo, ellema 14.16 de [Gi-Tr]), fn (r) i f(r) V r e R, geL 00 (0) y la hipotesis (11). Por 
el teorema de comparacion para problemas coercitivos con condiciones de contomo de tipo 
Neumann (veanse las referencias antes citadas) de (13) y (14) obtenemos que 

Analogamente obtenemos una acotacion inferior de la sucesi6n. 
La estimacion de II VUn II L'''' independiente de n resultara inmediata cuando g - 0 , a 

partir del Teorema 2 que mostraremos en la Secci6n 3 aplicado a fn en vez de f y de la 
acotaci6n de la sucesi6n I I Un I I L'''' • 
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Tercera etapa: (paso allimite en la sucesion 0,. ) • 
De la etapa anterior y del hecho que 0 es acotado tenemos que u" esm acotada en WI.p(O) 

V-p E [I, co], de 10 que deducimos que existe una subsucesion, que seguiremos llamando 0,., 
tal que: 

(15) 

(16) 

u" ~ u en Wl.p (0) (d6bilmente) V p E (l.co) (por ser los espacios Wl.p (0) 
reflexivos si p E (1, co) ) y 

ua ~ u en LP (0) V P E [I. co] (por los teoremas de inclusion compacta). 

Cuarta etapa:, Para acabar. comprobemos que u es soluci6n de (PD) y (PN) 

respectivamente. Como II u,,11 L GO esm acotadoy I fa(r) I ~ I fer) I sabemos que 

de donde se sigue 

(17) fn (u) ~ h en U (0) (debilmente) con p E (1, co). 

Ademas. por ser f maximal monotono y por la defmici6n (12) de fa se verifica que 

(18) h- feu), 

(vease, por ejemplo, [Br"'] pag. 27). Por otra parte. el operador 

D : Wi, P (0) ~ (Wl.p) • (0) 

u ~ div (0 (I Vu I) Vu). 

es mon6tono y hemicontinuo, en consecuencia. de la convergencia 

u" ~ u en Wl.p (0) (debilmente ) con p E (1. co), 

se deduce por el argumento de Minty 

(19) D(u,,) ~ D(u) en (WI,P) • (0) (debilmente), 

(vease, por ejemplo. el capitulo 2 de [U"']). 
Por 10 tanto, si un son soluciones de (Po, n) tenemos que un E K + W~.p (0) y 

-~div(O(IVo,.l)Vun).S>+ I fn(un) S - I S, VSEW~'P (0), o 0 ' 

donde el corchete < .•. > representa la dualidad wl,p x(WI.p),. Tomando limites y utilizando las 
convergencias (19). (17) Y (18) se sigue que 

-<div(Q(IVul)Vu).S>'+ Inf(U) S+ Jogs. VSEW~'P (0), 

- 00 I Como Q ( I Vu I) Vu E L (0) y K + Wo'P (0) es un convexo y cerrado en latopologia 
fuerte (yen consecuencia tambien en la debil) se tiene que 
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- < div (Q ( I Vu I ) VU), S > - In Q( I Vu I ) Vu Vs, 

y as! u es soluci6n de (Po), es decir, del problema (Po) con Q en lugar de Q. Analogamente se 
·obtiene que si lin son soluciones de (PN,J entonces u es soluci6n de (PN). 

Asimismo, por estar VUn acotada en L 00 sabemos que 

* 00 Vu., ->. Vu en L (debil *) 

y por la semicontinuidad de la norma 

II Vu II LoO S; C 

(con C cualquier cota superior de II VUn II LoO) • Eligiendo la constante M de la definici6n de Q 
tal que M ~ C se sigue que 

Q ( I Vu I) - Q ( I Vu I ) , 

y por tanto, que u es tambien soluci6n de (PD) y (PN) respectivamente. 

Pasemos ahora a tratar del problema de la unicidad y comparaci6n de soluciones. EI primer 
resultado explota el hecho de que en la clase de soluciones en Wl,cO (n) la ecuaci6n puede tratarse 
como una ecuaci6n uniformemente coercitiva. 

Proposition 1. Supongamos que se verifican las hip6tesis del Teorema 1, entonces existe 
a 10 sumo una soluci6n en Wl,oO (n) de los problemas (Po) y (PN). 

Demostracion. Es inmediata a partir de la coercitividad local de Q, 

y de la monotonia de f (vease este tipo de argumentos en [Di]). 
Seiialemos tambien que la comparaci6n de soluciones es igualmente satisfecha en la clase 

de soluciones WI,cO(n). La existencia de tal clase de soluciones ha requerido hip6tesis de tipo 
geometrico sobre an que sin embargo no son necesarias para la exis.tencia de soluciones 
variacionales. El siguiente resultado recoge diversas respuestas para esta clase de soluciones . 

• Proposiciones 1 • a) Sean u y v soluciones variacionales asociadas al funcional 1, 
(respectivamente 12 ). Entonces a 10 sumo u y v difieren en una costante. En particular si f es 
estrictamente creciente entonces u - v. 
b) Sean Uj, i-l,2. soluciones variacionales del funcional 

1 i (v) - t B ( I Vv I ) dx + In (F(v) - g j v) dx + Ida L (X,v) dH N.' 

donde j j (x, .) es una funci6n convexa. Supongamos que una de las soluciones Uj es unica, que 
g, S; g2 yque j, (x,·) - j2 (x,·) esno-decrecienteen an . Entonces u, S; Uz en n . Enparticular 
si Uj es la soluci6n variacional correspondiente al problema de Plateau (resp. de capilaridad) 
asociado a hj (resp. (3j) entonces hi S; h2 (resp. (3, S; (32) implica que u, S; U 2 en n. 
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c) Sea u soluci6n variacional IInica delfuncional 

I(v) . - Io B ( I Vv I ) dx + 10 ( F(v) - gv ) dx + I an Iv-hi dHN_t 

C8n j(x;·) conv~. Sea ; E Wi .... (U) supersoluci6n de ta ecuaci6n sobre U c Q tal que 

u1au _ an S;,au_ an ,h Su en aUnao. 

Ento"ces u S'u en U. 

DemoStraei6n. La primera parte se obtiene por argumentos cl4sicos de convexidad junto 
con el hecho de qut?· 

La conclusi6n b) es una (facil) adaptaci6n del Lema 3.3. de [Ge]. Consideremos por ultimo 
el apartado c). La dificultad esencial radica en que al satisfacer u la ecuaci6n y la condici6n 
de contomo meramente en sentido variacional no podemos aftrmar que u I an - h en sentido 

. de trazas. Sin embargo, si v es una funci6n arbitraria definida sobre U y tal que 

Iv B( I Vv I ) dx < + GO 

entonces I(u) S I(V), siendo 

v - { 
venU 

uen Q-U. 

En particular se tiene que 

I B <i Vu I) + I F(u) + J I u - h I dHN•t 
u U atlnan 

+ J I v - h I dH N.t + r I u - v I dH N.t • 
~Unan ~u.an 

S J B ( I Vv I) + {F(V) + 
uIO 

Tomando ahora v - min(u, u) y utilizando que. u es una supersolucilm sobre lLse lIega 
a que de hecho J(u)- I(v) y como u es unminimo estricto, se concIuye que u S u en U .. 

Obse"aci6n.,Una manera altemativa de mostrar la unicidad de soluciones variacionales se 
basa en el hecho de que dos posibles soluciones tengan igual traza sobre una parte de la frontera, 
para 10 cual se hace necesario imponer hipotesis del tipo (11) 0 (10) sobre una parte de an (vease 
p.e. [Ge··] 0 [Gi]). 

Seeci6n 2. Aeotaei6n 6ptima del Gradiente 
Como ya hemos adelantado, nuestro objetivo es obtener una estimaci6n del gradiente del 

tipo I Vu(x) I S «u(x», siendo u una solucion del problema (l) con condiciones de contomo 
tanto del tipo (2), con hex) - k ~ 0 en an como (3). Probaremos esta acotacion mediante un 
argumento de principio del maximo, denominado "el mejor" por algunos autores, siguiendo los 
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metodos de L.E. Payne (vease la monografia de [Sp], 0 las referencias [pa-Ph], [Pa-St], [Sp-St], 
etc). 

Un primer resultado en este sentido es el siguiente . 

Teorema 2 Sea u soluciOnde (1) con condiciones de contornodel tipo (2) 6 (3), tal que 
u e W2,'" ( { x en: Vu(x) '# 0 }) n C' (a) . Entonces, para cada x ease tiene 

(20) 

donde 

A ( 1 Vu(x) I) S F(u(x» - a(u(x) - m) , 

m - min {u(x) : x e a} ~ 0 , 

A(r) - r (Q(s) s)' s ds , 

F(r) - r f(s) ds y 

a - min {Of min {(N-l) Hex) Q (I Vu(x) 1 ) Vu(x). U : x e an} }: 

siendo H(x) la curvatura TMdia de an. 

Observaci6n 1. La regularidad exigida a la soluci6n no es restrictiva. dado que el operador 
a 10 sumo degenera donde Vu - O. Es bien conocido que en muchos casos importantes, entre 
ellos el operador de superficies minimas y ellaplaciano - p • las soluciones debiles tienen dicha 
regularidad (vease [OBe]) . 

Observaci6n 2 . Es facH observat que la estimaci6n (20) es 6ptima en el sentido de que de 
hecho es una igualdad para N - 1 . En efecto. multiplicando la ecuaci6n (1) por u' e integrando 
sobre (0, x) se obtiene 

-f' (Q' ( 1 u' I) 1 u' 1 + Q ( 1 u' I) ) u' ~ .. + r feu) u' - O. 
o 0 

yportanto 

A (I u'(x) I) - F(u(x». 

Demostraci6n. Para obtener la estimaci6n (20), basta probar que la funci6n 

(21) J(x) - A ( 1 Vu(x) I) - F(u(x» + a u(x) \:I x eO, 

verifica 

J(x) Sam \:I x e O. 

Como J es continua en a, compacto , existe al menos un p e {l tal que 

(22) J(p) - max {J(x) : x e n}, 

luego es suficiente con observar que 
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(23) J(p) Sam. 

Emplearemos la notaci6n De - {x en: 1 Vu(x) 1 > £ }, para £ > o. 

Primera Etapa: Probemos que 

(24) " Existe un operadorestrictamente eliptico T tal que 'V £ > 0 

T(J) e L co (De) Y T(J(x» ~ 0 'V x e De " . 

Diferenciando J en sentido de distribuciones (como haremos en todala demostraci6n) se 
obtiene 

(25) 

(26) 

(27) 

DjT-(Q'(IVul) IVul +Q(IVul» D/uD/ju-f(u)Dju+aDju en De, 

Ok 1 J - (Q"( I Vu I) + 2 Q'( 1 Vu 1 » DjuDjk u Dj U Oil u + 
IVul 

+(Q'(IVul) IVul +Q(IVul» (Dj/uDjku + DjuDjk/u)

- f'(u) Dt u 0 , u - feu) DIt/ u + a Dt 1 U en De 

AJ-(Q"(I Vul) +2 Q'(IVul» D·uD·kuDjuDjku + 
. I Vu I J J 

+ (Q'( 1 Vu I) I Vu 1 + Q,( 1 Vu I» «Djk U)2 + OJ u A(Dj u» -

- f '(u) I Vu 12 - feu) Au + a Au en De . 

En (25) , (26) , (27) Y en el resto de la demostraci6n usaremos el convenio de sumaci6n de 
Einstein. Diferenciando ahora la ecuaci6n (1) y tras algunos calculos se sigue 

(28) ( Q,2( 1 Vu 1 ) + Q"( 1 Vu 1 ) + 
Q'z (I Vu I) 1 Vu j2 . Q( 1 Vu I) 1 Vu 12 

+ Q' (I Vu 1 ) ) (D. u D. u 0 U)2 _ 
Q( I Vu 1 ) 1 Vu P I II 1 

_ 2 Q' (I Vu I) 
Q( 1 Vu 1 ) I Vu 1 

+ 

Q' (I Vu I) 

Q( 1 Vu 1 ) 1 Vu 1 

Q' ( 1 Vu 1 ) feu) (OJ u OJ u Djj u) + 
Q2 ( I Vu 1 j I Vu 1 

f'(u) 

Q( 1 Vu I) 
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Si definimos el operador G, mediante su actuaci6n sobre una funci6n 'If, como 

G('If) ~ A'If + Q'( I Vu I ) Dk U DI U Dk 1 'If en De . 
. Q( I Vu I ) I Vu 1 

podemos obtener, utilizando (26), (27) y (28) Y tras varios caIculos, 

(29) 

donde 

G(J) - A\(Dj u Djk u Did U Dj u) + A2 (Djk U)2 + A3 (Dj u Dj 1 U DI U)2 + 

+ A4(Dj u Dij u Dj u) + feu) (a - f(u» en De ' 
Q( 1 Vu I) 

Al _ Q"( 1 Vu I) _ Q,2( 1 Vu I) + Q'( 1 Vu I ) 
Q( I V u I) 1 Vu 1 

A2 - Q'( 1 Vu I) I Vu I + Q( 1 Vu I) , 

A3 -
Q,3( I Vu I) 

Q2 (I Vu 1 ) I Vu 1 

Q"( I Vu I) 
IVul 2 

+ 

+ 4 Q,2( I Vu I ) 
Q ( 1 Vu 1 ) 1 Vu 1 2 

Q'( I Vu I) . 
I Vul 3 

A4 _ _ f(u) ( Q,2( I Vu I ) + Q'( 1 Vu 1 ) ) . 
Q2 ( I Vu 1 ) Q ( 1 Vu 1 ) 1 Vu I 

Se tiene, c1aramente, que G(J) e L 00 (De) . Consideremos ahora el operador T definido por 

con 

W k('If) - A4 D!< u + 
Q'( I Vu I) 1 Vu 1 + Q( 1 Vu I ) 

+ A 1 Vu 12 (D!< 'If + 2Dt u (f(u)-a». + 
3 (Q'( I Vu 1 ) 1 Vu 1 + Q( 1 Vu 1 » 2 

+ (A +~) (Dk 'If + 2l>J< u (f(u)-a» 
I 1 Vu 12 (Q'( 1 Vu 1 ) 1 Vu 1 + Q( 1 Vu 1 ) ) 2 

Como ~ J e L co (De) , Wk (J) e L co (De) Y G(J) e L co (DE) entonces T(J) e L "" (DE) 
Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y tras varios c:ilculos mas obtenemos que 

T(J(x» ~ 0 'V x E De . 

Para ver que T es un operador estrictamente eliptico basta tener en cuenta que de 
(Q(r) r) , > 0 se obtiene que - (Q'(r) ) J (r Q(r» < (1 ir 2) . 
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Segunda etapa:. Defmiendo D - U D, , probaremos que 
DO 

(30) "Si p, definido por (22), es lalque pen con I Vu(p) I ¢ 0, 

entonces lex) - l(p) V xeD It • 

Sea o· < £ < I Vu(p) I, por la primera etapa sabemos que T es un operador estrictamente 
elipnco tal que T(I) e L«> (DJ Y T(I(x» 0 ~ V x e D.:. U~do el principio fuerte del 
maximo de Hopf podemos concluir que l(x) - l(p) V xe DE . 

Tomando £ t<>ao 10 proximo a 0 como queramos y por continuidad de 1 obtenemos que 
l(x) - 1(P) V xeD. 

(31) 

Tercera etapa: Probemos que: 

" Si estamos en el caso de condiciones de contorno de Dirichlet y 
p e an entonces, 0 bien l(x) - J(p) V xeD, 0 bien 
Vu(x) - 0 V x e an. Si las condiciones de contorno 
son de tipo Neumann entonces p e an ". 

Supongamos, en primer lugar, que estamos en el caso de condiciones de contomo de 
Dirichet, es decir, que se verifica (2). Como u es constante en an, la ecuacion (1) evaluada en 
an queda de la forma (Dl1 - derivada respecto a la normal) 

(32) Q( I Vu I) (DTITI u + (N - 1) H Dl1 u) + Q'( I Vu I) I Vu I Dl1l1 U - feu) en an. 

Derivando por otra parte la funcion 1 en la direccion de las coordenadas normales a la curva an, 
es decir, en la direccion de 1'), y usando que u es constante en Man, obtenemos 

(33) D111 - (Q'( I Vu I) I Vu I + Q( I Vu I» Dl1 u DTITI U - f (u) Dl1 U :t a. Dl1 u 

en an. 

Despejando DTITI u en (32) y sustituyendo en (33) nos queda 

Al ser u solucion de (1), (2) verifica u Sky por 10 tanto Dl1 u ~ 0,10 que unido a la eleccion 
de a. nos permite concluir 

(34) 

Si p, dado por (22), es tal que I Vu(p) I ¢ 0 podemos usar el principio fuerte del maximo . 
de Hopf como en la etapa anterior y concluir que 0 bien J(x) - J(p) V xeD 0 bien 
Dl1 J(p) > O. Como la ultima posibilidad contradice (34) ,se sigue que J(x) - J(p) V xeD. 

Si por el contrario Vu(p) - 0 , de J(p) - max {J(x) : xeD.} y u(x) - k V x e an se 
deduce Vu(x) - 0 V x e an. 
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Supongamos, ahora, que estamos en el caso de condiciones de contomo de Neumann, es 
decir, que se verifica (3). Para no complicar excesivamente los calculos vamos a restringimos al 
caso bidimensional. Para abordar el caso general, se procedera de forma totalmente aniiloga. 
Consideremos . 

entonces 

(35) 

xes) - (XI (s) , X2 (s» la parametrizacion de la curva on respecto al arco 

t(s) - dx (s) - (X'I (s), x'l (s» la tangente a la curva on, y 
ds 

TJ(s) - (TJ1(S),TJ2(S» - (-X'2(S),X'I(S» lanormalexterioralacurvaon; 

I t(s) I - 1 

dt (s) - -H(s) TJ(s), es decir, xj'(s) - -H(s) TJI(S) y xi' (s) - -H(s) TJ2 (s) 
ds 

Siguiendo la notacion empleada anteriormente O. f _ ~ f (XI (S), X2 (s) ) _ Vf(x) . t(s). 
os 

Como en estaetapa necesitaremos relacionarcon frecuencia OJ u con O. u y 0 11 u, exponemos 
las siguientes formulas (que se obtienen tras unos sencillos ciilculos) 

(36) 

(37) 

(38) 

·(39) 

O 0 ,2 2 0 " 0 ,2 
1111 U - II U X 2 - 12 U X I X 2 + 22 U X I , 

Como 0 11 U '# 0 en on se sigue Vu * 0 en an y entonces podemos aplicar el principio fuerte 
del maximo de Hopf para obtener que en el punto p en el que J alcanza el maximo se verifica. 

(40) 0 11 J(p) > 0 , O. J(p) - 0 y 0 .. J(p) S; 0 . 

Oerivando J respecto del areo, siempre en sentido de distribuciones, obtenemos 

O. J - (Q'( I Vu I) I Vul + Q( I Vu I) (0. u 0 .. u + 0 11 u 0 1111 u) -

- feu) O. u + a 0 1 u - 0 en p. 

Oerivando la condicion de frontera (3), se sigue 

y, despejando, 

(41) 

Q'( I Vu I) 

IVul 
(0. u + 0 .. U + 0 11 u 0 111 u) 0 11 U + Q( I Vu I ) O. u - 0 en p 

Q'( I Vu I ) Os U 0 11 U OSI U 

0 111 U - - -------------

Q( I Vu I) I Vu I + (011 U)2 Q'( I Vu I ) 
en p. 
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Sustituyendo el valor de DlI• u en el valor de D. J obtenemos 

D. Q( 1 Vu 1 ) 1 Vu 1 (Q( 1 Vu I) + 1 Vu 1 Q'{ 1 Vu 1 » _ } 
(42) D.J- D.u { -f(u)+a -0 enp 

_ Q( 1 VIlI) 1 Vu 1 + (DlI U)2 Q'( 1 Vul ) 

De (42) extl'aemos dos posibilidades 

(f(u) - a) (Q( 1 Vu 1 ) 1 Vu 1 + (DlI U)2 Q'( 1 Vu 1 » 
(a) D.u - ---------------- enp, 

Q( 1 Vu I) 1 Vu 1 (Q( 1 Vu I) + 1 Vu 1 Q'(I Vu 1 » 
6 

(b) D. u - 0 en p • 

Caso <a). La condici6n (41) puede ser escrita, ahora, en la forma 

(a - f(u)O.uDlI uQ'(IVul) 
0ll'u - . en p. 

1 Vu 1 Q( 1 Vu 1 )(Q( 1 Vu I) + 1 Vu 1 Q'( 1 Vu 1 » 
El valor de 0"11 u puede calcularse usando la ecuaci6n diferencial (1) evaluada en p, 

Q'( 1 Vu I) 
Q( 1 Vu 1 )(01111 U + D.u + H DlI u) - feu) + (0.u)2 D• u + (DlI U)2 D1I1I U + 

I,Vul 

+ 20~ u D. U 0111 U - 2 (D. u)2 011 u H + (D. U)2 DlI u H) - 0 en p . 

(ya que se tiene (36) , (37) , (38) y (39» , y se obtiene 

Q'( 1 Vu 1 ) Q'(I Vu 1 ) 
feu) - 0. u Q( 1 Vu I) + (0 U)2 - 2 D. u 0" U 011' U 

IVul IVul 
(43) D1I1Iu---------------------------

Q'( IVu I) 
(Q( I Vu I) + (011 U)2 

IVul 

+ enp. 
Q'(lVu I) 

(Q( I Vu I ) + (011 U)2 _ ) 
IVul-

+ 

Insertando el valor de 0. u dado en (a) y los valores de D1II u(p) Y DlIlI u(p) dados en las f6rmulas 
anteriores en la igualdad 
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2 (44) D,..J - (QIVul)+Q'(IVul) IVul) (D,..uD,..,..u+D,..suD.u -H(D.u) )-

- feu) D,.. u + a D'l u en p, 

. obtenemos, tras algunas manipuiaciones, 

191 

I Vu I (Q I Vu I ) + Q'( I Vu I) I Vu I ) 
D,.. J - ( -feu) cos-y + 2 a cos'Y -

Q( 1 Vu I ) (Q{ 1 Vu I) 1 Vu 1 + (D,.. U)2 Q'( 1 Vu I) ) 

- H Q2 (I Vu I) 1 Vu 12) en p (ya que se verifica (3» . 

Como por hip6tesis aSH Q( 1 Vu 1 ) D,.. u Y Q( 1 Vu 1 ) D,.. u - cos'Y se tiene que 

2 a cos 'Y - H Q2 (I Vu I) 1 Vu 12 SO. en p , 

y por 10 tanto D,.. J(p) SO, 10 que contradice (4O) • 

Caso (b). Si D. u(p) - 0, obtenemos de (41) 

D,...u(p) - 0 

y derivando en (42) 

DIIJ - DII u(D .. u Q( 1 Vu I) + (a - f(u» en p. 

Como por (40) sabemos que DIIJ(p) S 0 entonces ha de verificarse que 

feu) - a 
DlSu(p) ~ 0 y Dllu(p) S -.---

Q( 1 Vu I) 

Usando D. u{p) - D,... u(p) - 0 obtenemos de (43) y (44) las expresiones 

feu) - DIS u Q( 1 Vu I) - Q( 1 Vu I) H D,.. u 
D,..,..u- ·enp 

Q{ 1 Vu I) + I Vu 1 Q'{ 1 Vu I ) 

D,.. u - (Q( I Vu 1 ) + 1 Vu 1 Q'{ 1 Vu 1 » D,.. u D,..,.. u - feu) D,.. u a D,.. u en p. 

Por tanto 

D,..J - -Dllucos'Y +D,..u{a-D,..uHQ(IVul)· enp. 

(~ , Como DII u{p) ~ 0, D,.. u{p) > 0 y aSH Q( 1 Vu 1 )0,.. u entonces D,.. J(p) S 0,10 que 
contradice (40) • 

Por tanto, en el caso de condiciones de contomo de Neumann se tiene p Ie an , como 
anunciabamos en (31). 

Conjeturamos, de las etapas 2 y 3, que 
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.J 

VU(p) - 0 ) 

y por"tanto u(p) - m (ya que J alcanza el maximo en p), con 10 que concluimos (23). 
En efecto, si Vu(p):# 0 entonces usando (30) y (31) obtendriamos que J(x) - J(p) 'rI xeD. 
En el caso de que D - fi tomando p* e 0 tal que u(p*) - m, que verificara, por tanto 
Vu(p*) - 0 ,llegariamos a ~na contradicci6n con J(p*) - J(p). Si, por el contrario, D ~ fi, 
considerariamos un p* e 00; como por continuidad J(p*) - J(p) y Vu(p*) - 0, entonces 
u(p*) - m y por 10 tanto Vu(p) - 0, con 10 que volveriamos a Uegar a una contradicci6n. 

Observac:i6n 3 . EI Teorema (2) extiende resultados previos de [pa-Ph] para el caso de 
ecuaciones cuasiline8Ies fuertemente elipticas. Un avance preliminar del Teorema 2 para el caso 
de condiciones de Dirichlet fue presentado en [Di-Sa]. La estimaci6ri (20) es de gran utilidad si 

(45) F(u(x) ) - a(u(x) - m e [0, A(+ao )] a.e. x eO, A(+ao) -lim A(t) 
t-+co 

como es el caso de cuando Q es uniformemente coercitivo (p.e. Q(r) - r>-2y p ~ 2). Sin embargo 
en el importante caso de Q(r) - (1 + -(2) -112 no es dificil ver que A( +ao ) - 1 Y as! la condici6n 
(45) es bastante confusa por su caracter implicito. Un caso en que tal condici6n es satisfecha 
corresponde.a cuando HN_I ~ 0 y F(k) ~ 1. 

Con el fm de exclarecer la condici6n (45) cuando A(+ao) < +ao recordemos el siguiente 
resultado para operadores fuertemente elipticos (comparese con (4) (ii) ) . 

Teorema 2 * ([pa-Ph]) . Sean f y Q como en fa introduccion. Supongamos ademas que 

a'(s) > 0 si s ~ 0 siendo a(s) - Q(s) s 

Sea u una soluciOn regular de la ecuacion (I). Entonces La funcion 

J*(x) - A( I Vu(x) I) - 1. F(u(x) ) 
N 

iucanza su maximo en on. 
Observaci6n 4. En el trabajo antes senalado se supone una hip6tesis tecnica sobre f que es 

satisfecha en nuestro caso, as! como la derivabilidad de f que puede suprimirse mediante 
aproximaci6n y paso allimite. 

Como consecuencia de los teoremas 2 y 2* se obtiene . 

Corolario 1. Sean Q y f como en la introduccion, Q estrictamente el£ptica y u solucion 
de (1) con u - K en 00, K constante ~ 0 y con la regularidad del Teorema 2. Supongamos 
ademas que on tiene curvatura media no negativa HN_I ~ 0 tal que 

(46) , f(k) ~ Na (AI (A(ao) IN) ) HN -I (x) , x e 00. 

Entonces f(u(x» e [0, A(+ao» x e n yen particular" 

(46*) I Vu(x) I ~ A-I (F(u(x) ) - F(u min) ) 'rI x e n 
La estimacion (46*) es tambien valida para el caso de condiciones de ~ontorno (5) donde ahora 
K - max u. 

iln 

\ 
) . 

) 

) 

i 
,.' 

) 

\ 

) 

) 

) 
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Demostrad6n. Sean qo - max ( I Vu(x) I : x e an } y Hmin - min (HN.I(x) : x e an). 
Por el Teorema 2* se tiene que 

-.!. (F(u) - F(k) S A(qo) - A( I Viii) 
N -

En particular 

-.!. (F(Umin) - F(k» S A(Qo) 
N . 

Evaluando. aJ*fch] y utilizando laecuaci6n (1) en an se obtiene de manera similar a (33) 
y (32) (vease (2.44) de [Pa-Ph]) que 

f(k) 
Q(Qo) qo S-.--

NHmin 
e.d. 

I f(k) I 
qo S a·1 (--) 

NHmin 

En consecuencia se tiene que 
1 f(k) 

(F(u) - F(k» S A(a·1 (-- » - A(q) . 
N NHmin 

y portanto 

(46** ) 
1 f(k) 

(F(Umin) - F(k»· S A(a·1 (-- » . 
N NHmin 

Utilizando ahorala demostraci6n del Teorema 2 deducimos que la funci6n A(I Vu(x) I ) -
F(u(x) ) alcanza su maximo en un punto critico de u (vease tambien el Corollary 1 de [Pa-Ph]). 
Entonces 

A( I Vu I) - F(u) S A(O) - F(umio) - - F(umio ) . 

e.d. 

(47*) A( I Vu I) S F(u) - F(Umin) 

Dado que u S ken n se tendra en virtud de (46**). que 
f(k) 

F(u) - F(UmiIl) S F(k) - F(Umill) S N A(a·1 ( » . 
NHmill 

Finalmente. como A(s) S A(+co) Vs ;;:: 0 la condici6n F(u) - F(Umin) A(+oo) esthsegurada 
por la hip6tesis (46) con 10 que se puede invertir A en (47*) 10 que prueba el resultado. El 
tratamiento del caso de condiciones de contomo (3) es similar con la modificacion senalada en 
el enunciado. 
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Observaei6n. Tal y como se senala en [Pa-Ph], en el caso particular de Q(r) -1 + r 2 rll2 
y f(r) - r, la condici6n (46) es mas debil que la (10) debida a Serrin, cuando N:S; 3. Respecto 
del caso de condiciones de contomo de tipo (3) senalemos que una estimaci6n de I I u I I L" (0) 

ha sido ya dada en la demostraci6n del Teorema 1 (ver segunda etapa) en el supuesto de an 

) 

) 

) 

) 

regular. Estimaciones mas fmas y validas para an meramente Lipschitz pueden encontrarse ) 
en [Fi] y [Ge] para el caso de Q(r) - (1 + r2 ) ·In . . 

Secci6n 3. Criterios de existencia y loealizaei6n de la frontera libre . 

Para el estudio de la frontera libre de soluciones de la ecuaci6n (1) es muy util comenzar 
estudiando el caso particular del problema de Dirichet simetrico, es decir, n - B (0 ; R) ,g - 0 
y h(x) - k > O. Usando la simetria de este caso reduciremos la ecuaci6n en derivadas parciales 
a una ecuaci6n ordinaria facil de tratar. 

Sea, por 10 tanto, el problema) 

(PR ) {- div (Q ( I Vu I) Vu) + feu) - 0 
u - k 

en B (0; R) , 
en aB (0; R) 

Supongamos que se verifica la condici6n (II) 0 bien que f es estrictamente creciente. Por 
la unicidad de soluciones se tiene que la soluci6n de (PR ) es radial, con 10 que podemos escribir 
u(x) - u(r) con r - I x I . la soluci6n u de (PR ) debe verificar que 

(47) L(u) _ - _1_ . .Q..(rNol Q(ldUI) du) + f(u) ... O en (O,R) , 
rNol dr dr dr 

(48) u(R) - k, u'(O) - O. 

La principal dificultad del estudio de (47) es debida a que si N > 1 la ecuaci6n (47) es no 
aut6noma, por 10 que al igual que en [Di] parece conveniente comenzar estudiando el caso 
N - 1. Para ello vamos a definir varias funciones auxiliares. Comenzamos por la funci6n 

(49) A(r) I: a'(s) s ds, \I r ~ 0, 

recuerdese que a(s) - Q(s) s . Se observa que A esta bien definida a pesar de que a' no exista 
en O. Integrando por partes, 

A(r) - a(r) r - I; a(s) ds, 

10 que prueba que A E C I (O,ao) n (! [ 0 ,ao ). Ademas ,se verifica que A(O) - 0, A es 
creciente, y si llamamos A(ao) - lim A(r) entonces Rango A - [0, A, (ao ». Sean tambien 

r~ 

(50) F(r) I: f(s) ds , \I r ~ 0, 

es feicil ver que F es creciente, y F(O) - 0; y 

(51) '\jI'{r) Ir d 
o 1\1 (~(s» con r E [ 0, FI (A(oo»), 

, 
I 

) 

') 

) 

) 

) 
J 
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entendiendo por F-1(A(co) ) - co si A(co) - co , que verifica 

vee! (0, F ~l(A(co» ('\ C1[0, F -'(A(co) ) ), v'(r) > 0 y v"(r) ~ O . 

. Por ultimo, definimos 

(52) TJ(r) - v-'(r) , 

observese que TJ e c! (0, 'If{F -'(A(co»» ('\ C'[O, 'If{F -'(A(co»», TJ(O) > 0 y TJ'(O) ~ o . 

. y TJ es creciente. De [Oi] se sigue inmediatamente el resultado: 

/Lema 1. Si se verifiea que 

(53) 'If{0+) < co , es decir, que existe un E > 0 tal que 

E- ds <co' Je 

'If{)- 0 A-' (F(s» , Y 

(54) k S; min { F -'(A(ao) ) , V-'(R) } 

entonees La solucion de PR eon N-l viene dada por 

(55) { 
Osi 1 xis; R -'If{ k ) 

u(x) - TJ( [I x I -R + 'If{k) ] + ) - .. 
TJ( I x 1 - R + 'If{k)) si R - 'If{k) < h I. 

Por otra parte, si R > ",(k) entonces u > 0 en PR, R] • 

Observaci6n 4. En el problema unidimensional ya se observa la naturaleza de las hip6tesis 
suficientes para la existencia de la frontera libre, a saber: 

(a) un adecuado balance entre los rerminos de difusion y absorcion, ",(0+) < +ao (que, por 
ejemplo, en el caso del problema homogeneo a(s) - Sp'l Y f(s) - A. 1 s 1 q-' s se traduce.en la 
conocida hip6tesis de q < p - 1) • 

(b) un adecuado balance entre los tamai'ios del dominio y de la soluci6n 'If{k) S; R. 
La hip6tesis k S; F -'(A(ao» es tecnica y no apa:rece en el caso del operador laplaciano-p 

al ser A (co ) = ao , pero si en otros operadores, como por ejemplo en el de superficies minimas, 
donde A (ao) - I . 

En el problema (Pa> ' como en el caso unidimensional, la existencia de frontera libre esm 
relacionada con la existen~ia de soluciones no trivial~s del problema de Cauchy. 

(Pc) { L(u) - - (a(u') )' - N - 1 a(u') + feu) - 0 en (0, R) r . 

u(O) - 0, u '(0) - 0 , 

\~~, donde u' - duldr . Para poder utilizar argumentos analogos a los del caso unidiensional 
necesitamos modificar ligeramente la definicion de la funcien '" . Asi, dado J.L> 0, introducimos 
la funcion V 11 : [ 0, 911 ] -+ [0, ao) como 
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(56) . . Jr ds 1 
VIL(r) = . 0 A·1 (J1 F(s»' donde 9J1- F· (A( 00) I J1) • 

EI resultado base del caso radial es: 

Lema 2. Sea N ~ 2 y supongamos que se verifiea (53) . Definamos 

(57) 

entonees se tiene . 

(i) Si J1 ~ 1 entonees L(,,(r; J1» < 0 para r > 0 

(ii) Si 0 < J1 < !.. entonees L(,,(r; J1» > 0 y L(,,(r • .!.. ) ) ~ 0 para r > 0 
N N 

(iii) \:11 ~ 0 la funcion "r (r; J1) -,,( [ r - 1 t ; J1) verifiea que para r > 1 

. { < 0 si J1 ~ 1 
L("r (r; J1» - y para r ~ 1 L(Jir (r ; J1» - 0 . 

>0 si O<J1<lIN 

Demostraci6n. De la definicion de ,,(r; J1 ) se sigue que 

(58) J l1(r; 11) d 
r = s. conO~r< 

o A ·1 (J.I: F(s» 

Como ,,(., J1) E CI [0 • 00) ('\ c: (0, 00) podemos diferenciar en (59) y obtenemos 

,,'(r; J1) - A·1 (J1 F(,,(r; J1») y 

A(" '(r ; J1» - J1 F(,,(r ; J1)} . 
:;:. 

Diferenciando de nuevo se verifica que 

y como ,,'(r; J1) > 0 si r > 0 nos queda 

Portanto 

(59) 

(a (,,'(r; J1)} )' - J1 f(,,(r; J1» en r > 0 . 

L(,,(r; J1» - (1 - J1) f(" (r; J1» -~ a(" '(r; J1» si r> 0 . 
1 

De (59) se sigue inmediatamente (i). 
Para demostrar (ii) usemos la funcion auxiliar 4>(r; J1) - a(" '(r ; J1) ). Se tiene que 

4>(0; J1) - 0, 4>(r; J1) > 0 si r > 0 y 4> es convexa (ya que 4>'(r; J1) - (a(,,'(r; J1»)'
- J1 f(,,(r; J1» es no decreciente) por 10 que 4>(r; J1 ) ~ r 4>'(r; J1) si r> 0 (se emplea el 
teorema del valor medio y el no-decreciente de la derivada) . 

, 
) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

I 

) 

. ) 
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Si 0 < J1 S; lIN tenemos que 

L(T}(r ; J1» - (1 - J1) f(T}(r; J1» - N - 1 ~r; J1) 
r 

~ (1 - J1) f(T}(r; J1» - (N - 1) "(r; J1) 

- (1 - N J1) f(T}(r; J1» 

y por tanto (li) • 
Para acabar, sea 1 > 0 Y s - r - 1 con r ~ 1 , entonces 

L(T}( [r - T} + ; J1» - - (a(T}'(s) » , - 1i:....L a(T}' ( s» - f(T}(s» 
S+1 

- (1 - J1) f(T}(s» - 1!.:..L a(T}'(s» 
S+1 

197 

Si J1 ~ 1 y r> 1 es obvio que L(T}r (r; J1» < 0 y si J1 < lIN que L(T}r (r; J1» > 0 (ya 
que de '(s) S; scj)'(s) S; (s + 1 ) "(s) 'V 1 > 0 obtenemos que L(T}r (r; J1» -(1 - J1 N) f(T}(s». 

Estamos ya en condiciones de demostnlr que la existencia de frontera libre'de la solucion 
del problema de Dirichlet (1) (2) viene<Jada, como en el Lema 1, por una adecuada relacion 
(balance) entre los terminos de difusion y absorcion asi como entre los tamaiios del dominio n 
y de la solucion u. Admitiremos a partir de ahora, y solo pant simplificar las demostraciones. que 
f es impar (en caso contrario ver obselVacion 6).Supondremos tambien que g y h son funciones 
generales y no 0 y cte respectivamente toda vez que los argumentos que siguen son 
independientes de los de la existencia de soluciones. 

El resultado que sigue sera valido para soluciones variacionales acotadas de (1) y por tanto 
tambien para'soluciones en la clase Wi. 00 (n) como las obtenidas en el Teorema 1 tanto para (Po) 
como para (PN). 

Teorema 3 • Supongamos que se verifiea (53) . Sea u soluei6n variacional de (1), (2) 
(resp. (3») y M > 0 tal que II u II LOO S; M. Si M S F-I (N A(oo» entonees 

" N(u):::> {x e N(g) : dl(x) ~ '1"1 IN (M) } , 

donde dl(x) - d(x, S(g» • 

Obsenaci6n . 5. La hipotesis (53) establece el balance entre la difusi6n y lit absorcion, 
mientras que. el balance entre el tamano del conjunto N(g) y la solucion viene reseiiado en la 
conclusion del teorema. Por otra parte, un examen detallado de la demostracion que sigue' pone 
en evidencia que en el caso de condiciones de Dirichlet se puede mejorar la estimacion de N(u) 
sustituyendo dl(x) por d~ (x) - d(x, S(g) U S(h I an ) ) 

Demostraei6n. Sea"o e N(g) tal que dl(xo) > 'l"IIN (M) y 

R - dl ("0) - £ con £ - { dl (xo ) - 'l"IIN (M) }. 

Definamos una supersolucion u (x; xo) ~ 0 en BR (xo), eis decir, una funcion u que verifica 
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- div (Q( I Vu I) Vu) + f(u) ~ 0 en B(Xo ; R) y 

-
u ~ M en aB(Xo; R) . 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

Per ejemplo, nos vale u(x ; Xo) - 1')( I x - Xol ; lIN) en virtud del ~ma I, ya que R ~ 'I'IIN(M). ) 
Por el principio del maximo (Proposici6n 1 *C) se tiene que u(x) S u(x ; x 0) en B(Xo; R ) f"'I o. ) 

An810gamente tomemos una subsoluci6n ll(X ; Xo) S 0 en B(Xo ; R ). por tanto ll. verifica 

- div (Q( I Vlll) Vll ) + f(Jl) s 0 en B(Xo ; R) y 

II S -M en aB(Xo;R). 

Podemos tomarll(x; Xo) - -1')( I x - Xo I; lIN), Y argumentando igual que con la supersoluci6n 
obtenemos. 

- 1')( I x - Xo I ; liN) S u(x) S 1')( I x - Xo I ; 11 N ) en B(xo; R) f"'I 0 . 

Como u e C(O) entonces u(xo) - 0 y Xo e N(u). como queriamos demostrar. 

Observac:i6n 6. Se puede omitir la hip6tesis de f impar. La unica diferencia estriba en 
que hay que construir la subsoluci6n ll(X ; Xo) de distinta forma. Para proceder sin esta hip6tesis 
hay.que extender 'I'lL a todo R. de forma natural como, 

(1) _ JT ds ... _ JO ds . . 0 
'I'lL 0 A'I (Il F(s» T A·I (Il F(s» SI 1 < . 

Evidentemente. ha de verificarse que 11 F( [1 .0]), C Rang (A) 
'I'lL (1) < 0 si 1 < 0 . Suponiendo en lugar de (53) que 

max{J ds. I ds 
0+ A·I (11 F(s» , O· A·I (11 F(s» 

y es facH comprobar que 

entonces 'I'lL est! bien definida y podemos definir 1')(r; 11) como 'I'lL .I(r) • Definiendo. entonces 
ll(x ; Xo) - 1')(-1 x - Xo I ; liN) obtenemos la subsoluci6n que marcha bien cuando la f no es impar. 

EI metoda de las sub y super soluciones locales tambien sirve para estudiar como se anula 
la funci6n en puntos de la frontera del soporte de g y h I ao . Veremos que para que fa soluci6n 
se anule en estos puntos son necesarias hip6tesis adicionales sobre g 0 h. 

Teorema 4. Supongamos que se veriflca (53) y que si Xo e F(g) entonces existen R > O. 
111 > 0, 112 > 0 tal que 

(61) 

en c.t. x e 0 f"'I BR (Xo ) . 

(62) 

(63) 

Admilamos lambienque secumple 0 bien que 

a (0 f"'I BR (Xo » ~ N ( h laO). 0 bien que 

d(xo , a S ( h I ao » ~ R Y 1')(R; JIi) ~ II u II L co (i - 1 , 2) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

J 
) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

') 

) 

') 

) 

) 

) 
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Entonces se tiene que toda soluci6n u de (1) y (2) verifica 

. En particular u("o) - 0 0 

_Demostraei6n 0 Definamos u(x; Xc» - !I( I x - Xc> I j J.I2), por (61) sabtmos que L u ~S 
en n - Ba ("0) "n y como u ~ u en afi (ya que si se verifica (62) u - 0 en an y si 
10 que se verifica es (63), como R ~ d("o , a S {h ran D y ,,(R, J.I2) ~ II u II vO, u. 0 en 
aa" an y u ~ II u II OCI ~,,(R; ~) - u en atl- an ) , por el principio del maximo 
podemos concluir que u(x) k u(x ; "0 ) en n 0 AnAlogamente si 11 (x j "0) - - " ( I x -"0 I ; J..I.I) se 
tiene la desigualdad II (x ; xo) ~ u(x) en d .. 

Un caso particular en donde con hipotesis adecuadas se obtiene 1a no difusi6n delloporte, 
eodo, que el soporte de la solucion coincide con el de la funcion J es el siguiente: 

Teorema 5. Supongamos que se verifica (53) y que exist en R > 0 'Y f.I.t. J.I2 Ii (O,lIN] 
tales que 

(65) - (1 - J..I.J N) f(,,(d(x, a S(g» ; J..I.J » S g(x) S (1 - J.I2 N )f(,,(d (x, a S(g» j J1z » 
en Cot. xe S(g) tal que d(x, a S(g» ~ R, 

donde R < min {'V" J (9" 1 ), 'V"2 (9"2 ) }. 

At/mitamos tambien que 

(66) d(S(h I an) ,S(g» ~ 2 R y ,,(R; J..I.i) ~ II u II L"" (i - 1 ,2) • 

Ent~ si u es soluci6n de (1), (2) Ie tiene que u(x) - 0 Ii 
x e N(g) y d(x, S(h I an» ~ R. 

En particular si h - 0 en an entonces Sop(u) - Sop(g) • 

DemostraeiOn • Veamos en primer lugar que u - 0 en ()S(g) • Sea "0 e ()S(g) , 5i Xo e 8(g) 
("\ an la conclusion es obvia a partir de (66). Si Xo e ()S(g) -an, es claro que V x e Q ("\ BIl("o> 
d(x, as(g» six - "01 Y usando (65),la monotonia de f y " y (60) se tiene que 

(67) g(x) ~ (1 - J.I2 N) f(,,( I x - Xo I; J.I2) ~ L(,,(I x - XcI I; fJz» 
en c.t. x e n ("\ BR ("0 ) 

Ademas por (66) sahemos que d("o, ()S(h I an» ~ R Y ,,(R; JIi) II u II L"'" laego 
se satisface la hip6tesis (63) del Teorema 4. De la desiguatdad (67) y la anAl. con 
-,,0 x - XcI I; J..I.l) se sigueque tambien se verifica(61) porlo que pode.mos aplicareJ Teorema4 
y obtener u ("0> - O. 

Hasta aqui hemos probado que u - 0 en ()S(g). Consideremos ahora la regiOn 

fi - {x e N(g) : d(x, S(g» S R } , 

en la que el problema (1), (2) se puede escribir en la forma 
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(68) -div'(Q(IVuIVu) + feu) -.0 enli, u-O en ali, 

para probar que u - 0 en ali ,dividimos an - aln () (hfi () a3n, donde aln - an () an, 
~- a(S(g»" n y O3n- {x e N(g) : x e an ,x e an y d(x, as(g) ) - R }. Es trivial 

. comprobar que u - 0 en aln u (hfi . Empleando que 'If" es decreciente en f.1 y usando (66) 
tenemosque 

l1(d(S(hl an), S(g»; liN) > II u II LoG , 

10 que unido al Teorema 3 da la inclusion 

N(u) ::> { x e N(g) u N(h I an) : d(x, S(g) u S(h I an ) ) ~ R } . 

Basta observar que a3n c {x e N(g) u N(h I an) : d(x, S(g) u S(h I an) ) ~ R } para 
obtener que u - 0 en a3n y por 10 tanto en todo ad Por la unicidad de soluciones del problema 
(68) concluimos que u - 0 en todo a. 

En muchas aplicaciones es deseable evitar la formaci6n de la frontera libre. Por ella vamos 
a estudiar bajo que condiciones la soluci6n es estrictamente positiva (para simplificar la 
exposici6n vamos a considerar unicamente soluciones no negativas, que por otra parte son las 
de la mayoria de las aplicaciones). Veremos que cuando falla la hipotesis (53), 0 cuando no se 
verifica el adecuado balance entre el tamaiio de N(g) y II u II co, no se forma la frontera libre. 
A partir de ahora, el considerar solo soluciones no negativas o~viamos la hipotesis de que f sea . 
impar, sin embargo, hemos de aiiadir la de que n sea conexo. 

Nuestro primer resultado es un importante principio fuerte del maximo, que siguiendo a 
[Va] reproduce el esquema de demostracion original de [Ho] : 

Teorema 6. Supongamos que 'l'<0~ - co , e.d., 

Io+ A-I (~s» - co ; g = 0 . 

Sea u e Cl~ (n),u ~ O,solucitSndelaecuaci6n(1),entonces,obienu-Oen n ,obien . 
u > 0 en n. Aun es mas, para tOdo compacto Ken aiste una constante v = v(k) tal que 
u~v>OenK. 

La idea central de la demostraci6n es construir una subsoluci6n local adecuada, 10 que 
haremos por medio del resultado auxiliar siguiente: . 

Lema 3. Sean r l, VI dos numeros positivos cualesquiera con rl < R. Entonces aiste 
una unica junci6n v e Cl •a [0, r I ] soluci6n del problemp. 

(69) - (Q( I v' I) v' ) '+ N - 1 Q( I v' I) v' + f(v) - 0 en (0, rl). v(O) - 0, v(rl) - VI • 
R- r 

Dichafunci6n verifica v ~ 0 y v' ~ O. Ademds. s; '1'<0+) -co se tiene que 
v'(O) > 0 y 0 < v (r) < VI para todo 0 < r < rl' 
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) 
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) 
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Demostraci6n. La existencia se obtiene por argumentos estandar y la unicidad es 
consecuencia de la monotonia de f y de la monotonia estricta de Q(s) s . Por resultados de 
monotonia tambien tenemos que v ~ O. De la ecuacion (69) obtenemos que 

. (70) « R - r) N·I Q( I v'(r) I) v'(r» , - (R - r ) N-I f(v(r» ~ 0 , 

por 10 tanto (R - r ) N-I Q( I v'(r) I ) v'(r) es no decreciente, y como Q ( I v'(O) I ) v'(O) ~ 0 
entonces Q( I v'(r) I ) v'(r) ~ 0 en [0, r] 10 que implica que v'(r) ~ 0 en [O,r}]. Sea 
ro - sup{r ~ 0 tal que v(r) - O}, sabemos que 0 S; ro S; rl ya que VI ~ 0 .Como Q( I v'(r) I ) v'(r) 
> 0 si vCr) ~ 0 entonces v'(r) > 0 si v(r) ~ 0, por 10 que la funcion V es biyectiva de [ro, rtl 
en [O,VI]' con 10 que podemos cambiar de variable en la integracion y obtener 

(71) Irl v'(r) dr _ IVI ds _ + 00 • 

A-I (F(v(r» ) 0 A-I (F(s» 
ro 

Por otra parte, integrando la expresion (70) sobre (ro, r), (con r S; r l ), obtenemos 

(R - r ) N-I Q( I v'(r) I ) v'(r) - I r(R - s) N-I f(v(s) ds 

ro 
N ( N 

S; f (v (r» (R - ro) - R - r) 
N 

existe, por tanto, una con stante CI tal que 

Q( I v'(r) I ) v'(r) S; CI f(v(r» 'r:J r E (ro, r l). 

Multiplicandp esta desigualdad por v'(r) y volviendo a integrar sobre (ro> r) nos queda 

Ifl 
v'(s) ds < +00 • 

AI (F(v(s) ) ) 
ro 

Esta ultima desigualdad contradice (71) y por 10 tanto v'(ro) ~ O. 

Demostraci6n del teorema 6. Supongamos que u se anula en alguna parte de 0 pero que 
no es identicamente igual a 0, entonces P(u) - {x EO: u(x) > O} verifica que P(u) s: n y P(u) 
~ (2). Sea Xo E P(u) tal que d(Xo. ap(u» < d(xo, an) y si R - d(Xo. ap(u» entonces Rl2 
< F -1 (A(oo» . Es obvio que existe algun y EaB(xo ; R) (j 0 tal que u(y) - 0 y como u > 
o en B(xo; R) entonces '\I u(y) - 0 (recuerdese que u E d·1l (0». Mediante una subsolucion 
adecuada vamos a llegar a ver que '\Iu(y) ~ O. con 10 que lendremos una contradiccion y por 
tanto demostrado el teorema. Sea el anillo A - {x E RN: Rl2 < 1 x - Xo 1 < R} COy 
a·- inf (u(x): 1 x - Xo 1 - Rl2 }, obviamente u > 0 en A y a> 0 . Consideremos la funcion 
II (x) - vCR - I x - Xo I) con x EA. donde v es la solucion del problema 

- (Q( I v' I) v')' + 1!:...!. Q( I v' I) v' + fey) - o. yeO) - o. v(Rl2) - a • 
R - r 

\-; Por 10 tanto u verifica 

- div (Q( I '\Ill I ) '\Ill ) + fC.Ll) - 0 en A. II S; U en dA, 
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con 10 que es una subsolucion de (1) • Aplicando el principio de comparacion se sigue que JJ $ u 
en A y entonces obtenemos 

lim inf.l {u(y + t("o - y» - u(y) } ~ lim.!. {.u (y + t ( Xo - Y » -.u (y» } 
tJ.O t tJ.o t . 

_ lim v(R - (1 - t ) R ) - v(O) _ R v'(O) . 

tJ.O t 

Como por ellema 3 v'(O) > 0 podemos concluir que Vu(y):f. 0 , con 10 que demostramos que 
u - 0 en n 6 u > 0 en n, el resto es estandar. 

Observaci6n 7. Es faci} observar que el resultado del Teorema 6 sigue siendo cieno para 
subsoluciones. Ademas, tambien se puede obtener una version puntual en la frontera. En concreto 
si u E d ( n u {"o}) satisfaciendo n en "0 la condicion de esfera interior y que u ("0) - 0 
entonces se tiene que (Vu . v) ("0) > 0 . Por otra pane, si no nos restringimos a soluciones 
no-negativas se verifica que 0 bien u (x) - inf u - "I x E no bien u(x» inf u - "I x E n (con 
r- ~ min (r , 0 )} . aa ao 

Hemos visto en el Teorema 3 que si se verifica (5.37) entonces u (xo) - 0 "I Xo E N(g) u 
N(hlan) tal que d(xo ,S(g) u S(hlan» ~ "'liN (M) . Si no existen puntos cumpliendo las 
propiedades de "0, por ejemplo, si no se verifica que 

(77) p ~ "'liN (M) , 

(72) r Q ( I v'(s) I ) v,2 (s) ds $ c, r f(v (s) ) v'(s) ds - c, F(v(r» . 
fO fO 

Tambien sabemos que 

F(v(r) ) )' - f(v(r» v'(r) - «Q( I v'(r) I ) v'(r) )' - N-L Q( I v'(r) I ) v'(r) ) v'(r) , 
R-r 

y por 10 tanto 

(73) (R - r) N·' (F(v(r) ) )' _ «R - r ) N·' Q( I v'(r) I ) v'(r) )' v'(r) . 

Utilicemos estas expresiones para probar que v'(ro):f. 0 , 10 que unido al hecho de que 
v E d,a ( [0, r)] ) implica que ro - 0 y acabamos la demostraci6n . 

Supongamos que no es cieno, es decir, que v'(ro) - O. Integrando el termino de la izquierda 
de la igualdad (73) sobre (ro, r) , (con r $ r, ), y estimandolo superiormente nos queda. 

(74) Jf Jr. 
(R_S)N.) (F(v(s»)' ds $ (R-ro)N.) (F(v(s»)'ds 

~ ~ 

- (R - ro ) N·) F(v(r». 

Integrando sobre (ro . r), ahora el termino de la derecha de la igualdad, (73), y estimandolo 
inferiormente resulta 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 
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J ( (R - S)N -I Q(I V'(S) I V'(S) )' V'(S) ds ~ (R - rl )N -I (J <Q(I V'(S) I ) V' (S) )' V'(S) ds-

~ ~ 

-f N - 1 Q( I v'(s) I) v,2 (s) ds) 
R - s . 

TO 

~ (R - rl )N -I (A(v'(r) ) _ 

N-l J T Q( I v'(s) I ) v,2 (s) ds _ 
R - r l TO 

Usando (72) se sigue 

(75) I T ( (R - s) N -I • Q( I v'(s) I ) v'(s»' v'(s) ds ~ C2 (A(v'(r»- C3 F(v(r») 
TO 

(donde Cj representa una con stante positiva) . 
Uniendo las expresiones (74) y (75) obtenemos 

(76) A(v'(r» S C4 F(v(r) ) . 

Sea D una constante positiva tal que C4 f(s) S D feD s) 'V s E (O,VI) (siempre existe al ser f 
no decreciente, por ejemplo, D - max {C4 ,I}), entonces 

y la desigualdad (76) se puede escribir como 

A(v'(r» S F(D(V(r»), 

10 que implica que 

donde p es el radio de la mayor bola inscripta en N(g) u N (h / an), nos preguntamos si podemos 
afirmar que no existe frontera libre. Queremos saber si las condiciones suficientes para la 
existencia de frontera libre son tambien necesarias en algun sentido. El Teorema 6 nos dic~ que 
si no se verifica (53) no existe frontera libre. Si 10 que no se verifica es el balance entre los tamaiios 
del dominio y la solucion, es decir, si no se cumple (77), no se puede demostrar con toda 
generalidad la falta de la frontera libre, pero daremos un resultado en esta direccion. 

Teorema 7. Supongamos que n es convexo y se verifica la hipotesis (11) • Sea u soLucion 
de (1) en La clase WI,CO(n) con g - 0 verificando 0 bien La condicion de contorno (2) con 
h -' k 0 bien la condicion (3). Sea Xm un punto taL que U(Xm)"; m - min {u(x): x Q } Y 
L - min {u(x): x an }, entonces 

(78) JI 
d(xm, an) ~ 

m 

ds 
A· I (F(s) ) 
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En,particular, 

J' N(u) - 0 si P <'1'1(1) -
ds 

m .bil (F(s» 

donde p es el radio de la mayor esfera inscripta en n. 

Demostraei6n • Est! basada en la estimaci6n del gradiente del Teorema 2, 

I Vu(x) I S A"1(F(u(x»), 

ya que al ser n con'vexo (l - 0 . Sin perdida de generalidad podemos suponer que Xm I! an . 
Sean XI e an, r - d (XI' xm), VI: [0, r] -+ RN definida como . 

VI(S) - Xm + S (XI - Xm ) 
r 

Y Sl e [0, r] un punto tal que U(VI(SI) ) - m y U(VI(S» > m Y s e (SI' r] . Claramente 
tenemos que 

ts U(VI (s» S I VU(VI (s) ) I S A-i(F(u(vl (s) ) ) ) . 

Integrando esta expresi6n sobre [SI ' r] y operando se sigue 

d(X2' XI) - r ds ~ r d(u(vl(s) ) ) 
s S Al (F(u(vi (s) ) ) 

I I . 

~ JI dt 
m A-I (F(t» 

Como d(xm, XI) ~ d(x 2' XI) Y XI es un punto arbitrario de an obtenemos la primera parte 
del teOl'ema. Para la' segunda basta considerar el caso cuando m - 0 Y observar que 
p ~ d(xm, an) . 
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