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Mg —RETICULADOS FINITOS

ALDO FIGALLO

RESUMEN. En este articulo se obtiene un teorema de factoriza-
cién para los Mj-reticulados finitos y se indica una construc-
cién de los Mj-reticulados con un ntimero finito de generadores
libres.

1. INTRQDUCCION

En [3] se introduce la nocidn de Mj-reticulado como dlgebras
(A,v,A,v,A,0) de tipo (2,2,1,1,0) tales que (A,v,A,0) es un
reticulado distributivo con primer elemento 0 y ~,A son opera
dores unarios definidos sobre A que verifican los siguientes
axiomas para todo x,y € A:

M1 A(x AnXx) = 0.
M2 MUX = X
M3 X = Ax v VX,
M4 VAX S AX.
M5 AVx = Vx.

M6 A(xvy) = Ax v Ay.

M7 V(ix ay) VX A Vy.
donde Vx es una abreviatura de xv nx (MO).

En este mismo trabajo se prueba que valen:
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M8 A(x Ay) Ax A Ay.

M9 Vixvy) Vx v Vy.
M10 Si Ax = Ay , Vx = Vy entonces X = Yy.

M11 ~x < Vx.

M12. Si vx = X entonces X 0.

M13  Si nx

0 entonces x = 0.

Ademis se puede comprobar que vale

M14 ~(x A Vy) = ax A Vy.

En lo que sigue se dird el Mj-reticulado A.

El conjunto K(A) de los elementos x del Mj-reticulado A tales
que x = Vx, o equivalentemente x = Ax, llamados invariantes,
es un M3-subreticu1ado de A.

Un n-ideal N de un M3-reticulado A es un ideal de A tal que:
X € N implica vx.€ N, o equivalentemente: x € N implica Vx €N.

Un n-ideal es primo, irreducible o completamente irreducible, si es un
ideal primo, irreducible o completamente irreducible.

Si G es un parte de A, con S(G), N(G), I(G) se representa al
Mj-subreticulado, n-ideal e ideal generados por G. Si X es una
parte de A entonces K(X) = {Vx: x € X}.

1.1. LEMA. N'(g) = I(X(G)).

1.2. TEOREMA. Dado un M3—reticulado A no trivial, existe un
conjunto no vacio E tal que A es isomorfo a un My-subreticula-
do de TE® donde T = {0,1/2,1)} es la cadena con tres elementos
0<1/2 <1y ~v,N estdn definidos por las tablas

v l X i Ax
o | o | o
172 | 1 0
1 ] 172 1

y E=E(A) = {M S A: M es un n-ideal primo de A} es el espec-
tro primo de A (ver al respecto [3]).
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El siguiente resultado es de importancia para lo que sigue.

1.3. LEMA. 57 A es un Mg-reticulado finito entonces K(A) es

un dlgebra de Boole.

Demostracién. Es consecuencia inmediata del teorema 1.2. pues
K(T) = {0,1} y x' = Av(xv 1) es la operacidén de complementa-
cibn.

1.4. COROLARIO. SZ A es un M3—reticuladb finito con dltimo ele
mento 1 € A, las siguientes co..diciones son equivalentes dos

a dos:
1°) M es un n-ideal primo de A.
2°) Existe b, dtomo dual de K(A) tal que M = I(b).

3°) M es un n-ideal maximal de K(A).

Demostracidén. 1°) = 2°) Sea M € A un n-ideal primo de A, como
€ A tal que M
parte como Vb € M se tiene Vb < b, luego Vb

I(b), por otra
by b € K(A).

A es finito entonces existe b

Si ¢ € K(A) es tal que b <c <1, por el lema 1.2. K(A) es un
dlgebra de Boole, existe c' € K(A) tal que cAac' = 0 € I(b), vy
como I(b) es primo c o ¢c* € I(b), en cuyo caso c = b o

c' € I(b) y por lo tanto c' <b, luego 1 = cvc' <bvc = c,
de donde c=1, lo que muestra que b es dtomo dual de K(A).

2°) = 3°) Sea b € K(A) un atomo dual, como b = Vb entonces por
el lema 1.1. I(b) es un n-ideal, si se supone que M C A es un
n-ideal tal que I(b) € M, por un razonamiento andlogo resulta
M
c

I(c) con ¢ € K(A) luego b <c <1 y por tanto c = b o
1 de donde M = I(b) o M = A.

3°) = 1°) inmediata.

1.5. TEOREMA. 57 A es un Mj-reticulado finito y b es un dtomo
dual de K(A), entonces A y TxI(b) son M3—reticu2ados isomor-

fos.

Demostracién. Sea b' € K(A) el complemento booleano de K(A),
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entonces:

1°) "I(b) nI(b') = {0}.

Ademés se verifican:

2°) K(I(b')) = {0,b'}.

3°) I(b') y T son M3-reticu1ados isomorfos.

En efecto:

2°) Sea x é K(I(b')) tal que x # 0; de xAb = 0 resulta

b <x' (1), ademds como xAXx' = 0 € I(b) y x ¢ I(b) por el co-
rolario 1.4. x' € I(b), de donde x' < b (2). De (1) y (2) x=b"'.

3°) (i) |I1(b")| < 3: Sean x,y elementos de I(b') no invarian-
tes, entonces Ax < x < Vx, Ay <y < Vy. De 2°) Ax = Ay = 0 ,
Vx = Vy = b' y por M10 x=y.

De (i) y el teorema 1.2. resulta que I(b') y T son isomorfos.

Por otra parte es bien conocido que h: A -~ I(b') x I(b) defini-
da por h(x) = (xAb',x Ab) es un isomorfismo de reticulados.
Teniendo en cuenta M8 y M14 se prueba que es un isomorfismo de
M3-reticulados.

1.6. COROLARIO. S¢ A es un Mg-reticulado finito entonces A y
T" son isomorfos, donde n=1 si y sbélo si A es simple, y si

n > 1 entonces n es el nimero de dtomos de K(A).

2. M3-RETICULADOS LIBRES FINITAMENTE GENERADOS

La definicidén de Mj-reticulado con un conjunto de generadores
libres es la habitual.

2.1. DEFINICION. Sea c¢c > 0 un ntmero cardinal. Un M3-reticu1a-
do, que se notaré'M3(c) se dice un Mj-reticulado libre con ¢
generadores libres si las siguientes condiciones son verifica-
das:

L1 Mj(c) contiene un conjunto G de generadores de potencia c.

L2 Si A es un Mj-reticulado y f:G - A es una aplicacidn, exis
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te un homomorfismo h:M3(c) - A que prolonga a f.

Como la clase de los M3-reticu1ados es una variedad, para todo
cardinal ¢ > 0 existe M3(c) [2], y es Gnica a menos de isomor-
fismos. Ademds el homomorfismo h cuya existencia asegura L2 es
Ginico.

2.2. LEMA. SZ n > 0 es un nimero entero entonces M3(n) es un

dlgebra finita.

Demostracidén. Sea E(M3(c)) el espectro primo de M3(c), en vir-
tud del teorema 1.2., M3(c) es isomorfo a una subdlgebra de

T EM3(e))

Probemos ahora que E(M3(c)) es un conjunto finito:

Sean EPI(M3(C),T) el conjunto de todos los epimorfismos de
M3(c) en Ty (TGJ* = {f e ¢! S(£(G)) = T}, la aplicacidn que
a cada h € EPI(M3(C),T) le hace corresponder la restriccién de
h a G es biyectiva, y en consecuencia EPI(M3(C),T) es un con-
junto finito. Por otra parte la aplicacibn

B:EPI(M3(C),T) > E(MB(C)) definida por BR(h) = h_1(1) también
establece una biyeccidn, y esto prueba que M3(c) es un M3—re-

ticulado finito.
n
2.3. LEMA. M (c) = 73 -1), donde = denota dlgebras isomorfas
n
y IMy(e)| = 33 7L

Demostragcidén. Por 2.2., 1.6 y 1.4. M3(C) = TK con K = |E(M3@3|,
finalmente K = IEPI(MB(C),T)| = |(TG)*| = 3“-1», pues (TG)* =
= 7% - {f_} donde f,:6 > T, £ (g) = 0 para todo g.
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