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M3 -RETICULADOS FINITOS 

ALDO FIGALLO 

RES U ME N .  En e s te a r t icu l o  s e  o b ti ene un teo r ema d e  f a c to r i z a ­

c i 6n para l o s  M3 -r e t i c u 1 a d o s f in i to s  y s e  ind ic a  una c on s truc ­

c i 6n d e  l o s  M3 - r et i c u 1 ado s c o n  un numero f in i to d e  g en e r a d o r e s  

1 ibr e s . 

1. I N T RQD U C C I ON 

En [ 3 ]  s e  introduce  l a  no c i 6n d e  M3 - r e ticu1 ado c o mo a l g ebr a s  

(A,V,II,'V,t>,O) d e  tipo ( 2 , 2 , 1 , 1 , 0 ) ta l e s  que (A,V,A,O) e s  un 

r e ticu 1 ado d i s tr i but ivo c o n  pr imer e 1 emento 0 y 'V,t> s o n  o p er �  

do r e s  unar io s d e f in i do s s o b r e  A qu e v e r i f i c an lo s s i gu i en te s  

a xioma� para to do x, y E A: 

M 1  t>(x lI'Vx) = O. 

M2  'V'VX = x. 

M3 x = t>x v 'V\lx. 

M4 'V/ix .;;; t>x. 

MS t>\lx = \Ix. 

M6 t>(xvy) t>x v t>y . 

M 7  \I (x A y )  \Ix A \ly . 

d o n d e  \Ix e s  una abr ev i a tur a d e  x v 'Vx (MO) .  

En e s t e  mismo tr ab a j o s e  p r u e b a  qu e val en : 
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M8 b.(XAy) /:;,X A /:;,y. 

M9 Il(xvy) Ilx v Ily. 

M1 0  S i  /:;'X = /:;,y Ilx = Ily entonc es  x = y. , 

M1 1 "'X ..;; Ilx. 

M1 2  S i  "'X = X entonc es  X = O .  

M 1 3 S i  "'X 0 entonc es X = O .  

Ademas s e  puede comprobar que val e 

M14 "'(x Ally) = "'X Ally. 

En 1 0  que s igue s e  d ira el M3 - r et icul ado A .  

E l  conj unto K(A) de los el emento s  X del  M3 - r et icul ado A t a l e s  
que X = Ilx, 0 equ ival ent ement e X = /:;,x, l l amado s invariant e s , 
e s  un M3 - subret iculado de A .  

Un n - ideal N d e  un M3- r et iculado A e s  un ideal d e  A t a l  que : 
X E N impl ica "'X.E N, 0 equ ival ent ement e : X E N impl ica Ilx EN. 

Un n-ideal es primo , irreducible 0 completamente irreducible ,  s i  e s  un 
ideal primo, irr educ ibl e 0 comp l etament e irr educ ibl e .  

S i  G es un par t e  de A , con S ( G ) , N ( G ) , l ( G )  s e  r epr e s enta a l  
M3 - subret icul ado , n - ideal e ideal g enerado s por G .  S i  X e s  una 
part e de A entonc e s  K(X) = {Ilx: x EX}. 

1 . 1 .  LEMA . N ( g )  = l (K ( G ) ) . 
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1 . 2 .  TEOREMA. Dado un M3-ret i c u l a do A n o  tr i v i a l ,  exist e u n  

co njun t o  n o  vacio E ta l que A es iso m orfo a u n  M3-subre t i c u la-
E . ) 

do de T donde T = {O, 1 /2 , 1 }  es la cadena con t res e l ementos 

o < 1 /2 < 1 Y "',/:;' est a n  defi n i dos por l as t a b  l as 

V 

0 

1 /2 

Y E = E (A) = {M .c A : M 
tro  pr imo de A (ver a l  

"'x /:;,x 

0 0 

1 0 

1 /2 

e s  un n - ideal 
r e sp ecto [ 3 ]  ) . 

pr imo 

) 
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de A }  es e l  espec- ) 

) 
. ) 
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El sigu i ent e r e sultado  e s  de  impor t anc ia para 1 0  que s igue . 

1 . 3 .  LEMA . Si  A e s  un  M3-re t i cu l ado fin i to e n t on c e s  K (A) e s  

u n  a l g e bra  d e  Bo o l e .  

Demo s tr a c ion .  E s  cons ecu enc ia inmed iata  d e l  t eo r ema 1 . 2 . pue s  

K ( T )  = {O,n y x' = 1I"' (x v "' 1 ) e s  l a  operac i6n de  compl ement a ­

c i6n . 

1 . 4 .  COROLARIO. S i  A e s un  M3-re t i c u l ado fin i to c o n  Q l t imo e l! 

m e n t o  1 E A, l a s  sigu i e n t e s  co :di c i o n e s  s o n  e qu i v a l en t e s  do s 

a dos: 

1 ° )  M es un n - i de a l  p r imo de A. 

2 ° )  Exi s t e  b, atomo dual de K (A) t a l que M 

3 ° )  M e s  un n -ide a l maxima l de K (A) . 

I ( b )  . 

Demo s tr a c i on .  1°) � 2 ° )  Sea  M � A un n-ideal  pr imo d e  A, como 

A e s  f in ito entonc e s  ex i s t e  b E A tal  que M 

par t e  como Vb E M s e  t i ene Vb � b ,  luego Vb 

I ( b ) , po r otra  

b y b E K (A) . 

S i  c E K (A) e s  t a l  que b � c � 1, por e l  l ema 1 . 2 .  K (A) e s  un 

al g ebra d e  Boo l e, ex ist e c' E K (A) tal  que c A c' 0 E I (b ) , Y 

como reb ) e s  pr imo c 0 cl E reb ) ,  en cuyo c a s o  c b 0 

c' E reb ) y por 10 t anto  c' � b, luego 1 = e v e· � b v c  c ,  

de donde c=l ,  1 0  que muestra que b e s  atomo dual  d e  KCA) . 

2 ° )  � 3 ° )  Sea  b E KCA) un atomo dual , como b = Vb entonc e s  por  

e l  l ema 1 . 1 . rCb ) es  un n - ideal , si  s e  supone  que M � A e s  un 

n - ideal  t a l  que rCb) � M ,  por un razonamiento analo go r e sulta  

M ICc ) con c E KCA) luego b � c � 1 Y por t anto c = b 0 
c = d e  dond e M = ICb )  0 M = A .  

1 .5 . TEOREMA . S i  A e s  u n  M3-re ticulado finito y b e s  un atomo 

dua l de KCAL e n t o n c e s  A y T x I Cb ) son M3-r e tieu l a do s  i s o m o r ­

fo s .  

Demo s t racion . S ea bl E KCA) el  compl emento bool eano d e  KCA) , 



entonc e s : 

1 °) I (b )  n I (b') = {a } . 

Ad emas s e  ver if ican : 

2 0 ) K ( I  ( b ' ) )  = { O ,  b' } . 
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3°) I (b') y T son  M3-r et icul ado s i somorfo s .  

En efecto : 

2°) S ea x E K ( I  ( b ' ) )  t al que x cf 0 ; de  x 1\ b = 0 r e sulta  

b "X' ( 1 ) , adema s como x AX' = 0 E I ( b )  Y x e I (b )  por  el  c o­

ro l ar io 1 . 4 .  x' E I ( b ) , de  donde x' "b ( 2 ) . De ( 1 ) y ( 2 )  x=b'. 

3 ° )  ( i ) I I (b') I "3 : S ean x,y el emento s d e  I (b ' ) no invar ian ­

t e s , entonc es  �x < x < Vx, �y < y < Vy. De  2 ° )  �x = �y = 0 , 

Vx Vy = b '  y por M l 0 x=y . 

De ( i ) y el  t eo r ema 1 . 2 .  r e su lta  que I ( b ' ) y T son i somorfo s .  

) 
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) 
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) 
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Por o tr a  par t e  es b i en conoc ido que h :  A + I ( b ' )  x I ( b )  d e f in i - ) 

da por hex) = (x A b ' ,x 1\ b )  e s  un i somo r f i smo d e  ret iculado s . 

Ten i endo en cuenta  M8 y M1 4 s e  prueba que e s  un i somo r f i smo d e  

M3-r et iculado s .  

1 . 6 . COROLARIO . S i  A e s  un M3-r e t i cula do fin i to e n ton c e s  A y 
Tn s o n  i s omo rfos , donde n= l s i  y s o l o  s i  A e s  s imple, y s i  

n > 1 e n ton c e s n e s  e l  num e ro d e  atomos d e  K (A) . 

2. M
3

-R E T I CU L A DOS L I B R E S  F I N I T A M E N T E  GE N E R A DOS 

La d e f in ic ion de M3-r et icul ado con un conj unt o  de generado r e s  

l ibr e s  e s  l a  hab itua l . 

2 . 1 .  DEF I N I C ION . S e a  c > 0 un numero c ard inal . Un M3 - r et icul a ­

do , que s e  no t ar a  M3 ( c )  s e  d ic e  un M3-r et iculado l ib r e  con c 

generador e s  l ibr e s  s i  l a s  s igu i ent e s  condic ion e s  son  v erific a ­

da s : 

L l  M3 ( c )  cont i en e  un conj unt o  G d e  g enerado r e s  d e  po t en c i a  c .  

L 2  S i  A e s  u n  M3 - r et icul ado y f : G  + A e s  una apl icac ion , exis 
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te un homomo r f i smo h : M3 ( c )  + A que pro l onga a f .  

Como l a  c lase d e  los M3 - ret icul ado s e s  una variedad , para t o do 

card inal c > 0 ex i s t e  M3 ( c )  [2 ] ,  y e s  un ica  a menDs de i somo r ­

f i smo s . Adema s el  homomo r f i smo h cuya ex i s t enc ia a s egur a L2 e s  

un ico . 

2 . 2 .  
·
LEMA . Si n >  0 e s  un n um ero e n t ero e n t o n c e s  M3 (n )  e s  un 

a l g e bra fin i ta . 

Demo s tra c i o n . Sea E (M3 ( c ) ) e l  e spectro primo de M3 ( c ) , en v ir ­

tud del  t eorema 1 . 2 . , M3 ( c )  e s  i s omo r fo a una suba l g ebra d e  

T E(M3(c))
. 

Pro b emo s ahora  que E (M3 ( c ) ) e s  un conj unto f inito : 

S ean EPI (M3 ( c ) , T ) e l  conj unto  d e  t odo s l o s  ep imo r f i smo s de  

M
3

( c )  en T y ( TG)* = {f E TG : S ( f ( G ) ) = T } , l a  apl ic a c i6n que 

a cada h E E P I (M3 ( c ) , T ) I e  hac e corr e s ponder la  r e s t r icc i6n de  

h a G e s  b iyect iva , y en  cons ecu enc ia E P I (M3 ( c ) , T)  e s  un  con ­

j unto finito . Por o t r a  par t e  la  apl icac i6n 

B : EP I (M3 ( c ) , T ) + E (M3 (c)) def in ida po r B ( h) = h- 1 ( 1 ) t amb i�n 

e s t ab l ec e una b iyecc i6n , y e s t o  prueba qu e M3 (C)  e s  un M3 - r e ­

t icul ado f inito . 

2 . 3 .  LEMA . M3 ( c )  � T(3n
- l) , do n d e  � deno ta a l g e bra s  i s omorfa s 

3n _ l y IM3 ( c ) 1 = 3 

Demo s tra c i on .  Por 2 . 2 . , 1 . 6 Y 1 . 4 .  M3 ( c )  � TK con K = 1 E (M3(c) I, 
f inalment e K = \EP I (M3 ( c ) ,T )  I = I ( TG ) * I = 3 n - 1 , pues ( T G ) * = 

= TG - { f } donde f : G  + T ,  f ( g )  = 0 para todo g .  o 0 0 
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