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APUCACION DEL METODO DE ELEMENTOS FINITOS MIXTOS 

A LA APROXIMACION NUMERlCA 

DE PROBLEMAS DE CONTROL CON . RETARDO 
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1 .  I N T RO D U C C I ON .  
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Pr e s entamo s un metodo ba sado en l a  t ecn ica d e  e l emento s  f in i to s 

mixto s ,  para aprox imar numer icament e e l  min im i z ant e d e  una fun 

c ional d e  co sto  cuadrat ica  suj eta a r e str icc iones  d if er enc ia 

l e s  con r e tardo s invar ian t e s  en el  t i empo . 

E l  probl ema e s  d e  int er es  en l a s  apl icac ion e s , pue s  l o s  s i s t e 

ma s con r e tardo apar e c en en model o s  d e  probl ema s aero e l a s t ico s ,  

de  b io l o g ia , de  proc e so s  industr ial e s , etc . Por  otra  par t e , una 

gr an cant idad de pro b l emas hiperb6 1 ico s de control  con  c ond i c i� 

nes  d e  contorno pueden s er transformado s en probl ema s equ iva 

l ent e s  d e  ecuac ion e s  d if er enc ial e s  con r e t ar do s , de  modo t a l  

qu e e s t a  u l t ima forma r educ e  l a  comp l ej idad de  l a  depend enc ia 

de  l o s  parametro s en e l  mod e lo . Una r e fer enc ia c l a s ica para e s  

t e  probl ema e s  e l  l ibro de  J . Ha l e  [ 3 1 .  

La aproximac ion numer ica  al  probl ema de  control  opt imo con co� 
to cuadrat ico para s i st ema s con retardos ha s ido tratada por n� 

mero s o s  autor e s , u sando d i s t intas  t ecn ica s . Ent r e  lo s e s quema s 

ma s conoc ido s cabe  menc ionar e l  de  l a  aproximac ion del  s i s t ema 

con r e t ardo por un s i s t ema de ecuac ione s d i fer enc ial e s  ord ina 

r ia s  de  a lto  orden , r e so l v i endo se  luego l o s  probl ema s d e  con 

trol  a s o c iado s con e s to s  s i s t ema s . E s t e  metodo ha s ido u s ado 

por l ar go t iempo , s in embargo l o s  probl ema s de convergenc ia y 
orden de  convergenc i a  fueron cons iderado s r ec i en en 1 9 7 5 .  E l  

l ector  puede consul tar  e l  trabaj o d e  Banks y Burn s [ 1 ] que e s  
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uno de  lo s pr imero s sobr e el  t ema , donde adema s podra encontrar 

una r e s efia hi s t6r ica  del tratamiento del probl ema . Otro s meto 

do s son lo s c l a s ico s d e  d i s cr et i z ac i6n de  espac io y t i empo , en 

e s t e  caso  l o s  probl ema s de conver g enc ia han s ido tratado s r e 

c i ent emente  por Reb er [ 5 ] . 

En e s t e  trabaj o tomamo s un punto d e  v i s ta  d iferent e ,  mirando a l  

probl ema d e  punto de  ens il l adura  qu e r e sulta  d e  apl icar mul t i 

pl icador e s  d e  Lagrang e , 1 0  que no s p ermite  ut i l i z ar l a  t eor ia 

d e  Br e z z i  [2 ]  para d icho s prob l ema s . 

E l  metodo que empl eamo s puede s er usado en probl ema s ma s g en e 

ral e s  que e l  qu e cons ideramo s , por ej emplo en e l  c a s o  e n  qu e 
los coeficientes son variables , en sistemas neutrales , en problemas con ho 

rizonte infinito y con funcionales de costo convexas mas generales . 

NOTAC I ONES . 

Rn e s  e l  e spac io euc l ideo  d e  n d imens ione s ,  con  el emento s 

x = (x 1 , x 2 " "  , x
n

) ,  el  product o  int erne de  do s vectore s X, y  E Rn 

se deno ta  s impl ement e por xy . 

C (a ,  b ; Rn ) e s  e l  espac io d e  func ione s  cont inwls d e f in id a s  s o br e  

e l  int ervalo  [ a , b ] con valor e s  en Rn . 

L2 ( a , b ; Rn ) e s  el  e spac io d e  func iones  de  ( a , b ) en Rn d e  cuadra 

do int egrabl e ,  i . e .  tal e s  qu e 

r x ( t ) x t t ) dt 
a 

e s  f in it a . 

H
k ( a , b ; Rn ) ,  k = 0 , 1 ,  . . .  , e s  e l  e spac io d e  func ion e s  del  int er 

valo  ( a , b ) con va lores  en Rn cuya s k der ivada s en el  s ent ido 

de las d i str ibuc ione s  se pueden r epr e s entar como func ion e s  d e  

L2 ( a , b ; Rn ) ,  cuando k = 0 ,  Hk ( a , b j Rn ) co inc ide  con  L2 ( a , b ; Rn ) .  

La  norma d e  v E Hk ( a , b j Rn ) s e  ind ica  por 

II v ll k ( b ' n ) H a , , R 

y ,  cuando no hay lugar a confu s i6n , s impl ement e por  II v ll k . 

F inalment e ,  para b > 0 ,  h >  ° y k = 0 , 1 ,  . . .  l l amar emo s 
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S k ( - h , b ; Rn ) al e spac io de func iones  � tal e s  que � ( t )  
t < 0 ,  � E Hk ( O , T ; Rn ) , y s i  k >  0 ,  tamb i en pedimo s 
� E Hk- 1 ( _ h , T ; Rn ) . En S k ( - h , b ; Rn )  defin imo s l a  norma 

j I I �� II Hk- 1 ( 0 ,  b ; Rn ) 

II � I I L 
2 ( 0 , b ; nn )  

s i  

s i  

k = 1 , 2 ,  . . .  

k O . 

o para 

Cuando no haya lugar a confus i6n , pondr emo s s impl ement e S k en 
ve z  de S k ( - h , b ; Rn ) . 

2 .  D E S C R I P C I O N D E L  S I S T E M A  Y P R O B L E M A  D E  C O N T R O L  O P T I M O .  

No s int eresa encontrar aprox imac iones d i scretas  al probl ema ( P ) : 

( P )  Encontrar un par 6pt imo (x, u) , que min imi c e  e l  func iona l 

J (x , u ) = x (T ) Cx (T )  + f : (xQx+uRu ) dt 

suj eto a u E L2 ( 0 , T ; Rn )  y las cond ic iones  

x ( t )  = I Aix ( t - hi ) + f O A ( 8 ) x ( t + 8 ) d 8 +Bu ( t ) , t E ( 0 ,  T ]  [ 2 . 1 ] 
i - h 

x ( t ) = xo ( t )  � - h  < t < 0 ; x ( O ) = Xo [ 2 . 2 ] 

donde N > 0 ;  0 

l a s  matr ice s C E Rnxn y Q E Rnxn son s imetr ica s  y s em idef in ida s 
po s it iva s ; l a  matr i z  R E Rmxm e s  s imetr ica y def in ida po s i t iva ; 

A E Rnxn . 0 1 N B E Rnxm . 1 ·  . d d i para 1 = , , • • •  , ; ; y por s lmp lC l a , 

8 -+ A ( 8 )  E Rnxn e s  una apl icac i6n cont inua para 8 E [ - h , O ] . 

Pon i endo N 

f O Ax = � A . x ( t - h . )  + A ( 8 ) x (t + 8 ) d 8 , 
i 1 1 - h 

obs ervamo s que para que el func ional J (x , u ) y l a s  ecua c ione s 
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2 . 1 - 2 . 2 t engan s ent ido , en g ener a l , n ec e s i t amo s u E L2 ( 0 , T ; Rn) ,  
• 2 n n 2 n x - Ax E L ( O , T ; R ) y x E C ( O , T ; R ) ( p o r  1 0  qu e x E L ( O , T ; R ) ) . 

S in embar go , d e b ido a l a  c ompac idad d e l  o p er a d o r  A ,  t en emo s e l  

s i gu i en t e  r e su l t ado : 

k ' n k n 
2 . 3 .  TEOREMA .  Dado s f E H ( O , T ; R ) ,  g E H ( - h , O ; R ) ,  k = 0 6 1 ,  

y e l  v a l o r  g ( O) , c o n  g ( O) = l im g e t )  s i  k = 1 ,  e n t o n c e s  e x i s t e  
t 'f  0 

u n a  u n i c a  x E Hk ( - h , T ; Rn) t a l q u e  

i )  x ( t )  g e t )  p a r a  - h  < t � 0 

i i ) x - Ax f e n  ( 0 , 1') 

i i i ) l im x ( t ) g ( 0) s i k = 
d , O 

Ma s a u n  x E Uk+ 1 C O , T ; Rn) ,  y p a r a  a l g u n a  c o n s t a n t e  p o s i t i v a  c ,  

II x II Hk + 1 ( 0 , l' ; Rn) � c ( I g (0)  I + II g II Hk ( _ h , 0 ; Rn) + !I f II Hk ( 0 , l' ; Rn) ) 

( r e co rdar q u e  I g ( O )  I � c ll g ll 1 s i  k= 1 ) .  

2 . 4 .  NOTA . 

i )  S i  b i en e l  r e su l t ado d e l  t eo r ema 2 . 3  e s  c o n o c ido , p o r  c o m 

p l e t it ud d amo s una d emo s tr a c i6n d e  e s t e  h e c ho en e l  a p emd i c e .  

i i )  Para o b t en er mayo r r e gul ar idad , e s  d e c ir  p a r a  k >  1 ,  e s  n� 

c es a r io  e s t ab l ec er c o nd ic i o n e s  de comp a t ib i l idad ad ic i o n a l e s  

entr e A ,  f y g .  

i i i ) Por e l  r e s u l tado ant er ior , en e l  p r o b l ema P p o d emo s r e qu� 

r ir s o l ament e u E L2 ( 0 , T ; Rn) ,  ya qu e entonc e s  l a s  cond i c i on e s  

2 . 1 - 2 . 2 garan t i z an x E L2 ( 0 , T ; Rn) y x E C ( O , T ; Rn) .  

Una t ec n i c a  u sual  para r e so l v er p r o b l ema s c omo P e s  l a  d e  in 

, trodu c ir mul t ip l i c ado r e s  d e  Lagran g e  para po s t er iormen t e  r e s o,!. 

ver  un pr o b l ema d e  punt o s  d e  en s i l l adur a ,  t ec n i c a  qu e ado p t a 

mo s .  R e su l t a  entonc e s  qu e s i  e l  p a r  6 p t imo para e l  p r o b l ema P 

e s  (x, U) , exi s t e  una func i 6 n  n ( e l mu l t ipl i c a d o r  d e  Lagrang e )  

t a l  qu e (x, u , n) e s  un pun t o  d e  en s i l l adur a  p a r a  e l  func i o n a l  
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x ( T) Cx ( T ) + f : ( xQx+uRu - 2 n ( � - Ax - BU ) ) dt . 

2 . 5 . NOTA . 

S i  X o E Hk C - h , O ; Rn ) ,  k= O 6 1 , u s ando e l  t eo r ema 2 . 3  con g = Xo 
Y f = 0 , X o pu ede  ext end er s e  a todo e l  int erv a l e  ( - h , T ] , o b -
t en i endo X o E H

k+ 1CO ,T ; Rn ) ,  y 

Por 1 0  t anto p o d emo s supon er s in p erd ida d e  g en e r a l idad qu e Xo 
e s t a  d e f in ida en todo  e l  int erv a l o  ( - h , T] . Pon i endo 
x ( t )  = x o C t ) +y ( t ) , con y e t ) = ° para t � 0 ,  y ana l o gamen t e , 
x ( t ) = x o ( t ) +y ( t ) , t en emo s qu e e l  punto bu s c ado (y, u , n) c o n  
y E S

l ( T ; Rn ) , U E L2 ( 0 , T ; Rm) y n E L2 ( 0 , T ; Rn ) d eb e  s a t i s fac er 
e l  s i s t ema d e  ecua c ione s 

I T - I To y ( T ) Cy ( T )  + 0 yQyd t  n ( y - Ay) d t  

I To uRudt - I To nBud t ° 

n (y- Ay) d t  -I T

o 
I To nBudt ° 

par a cual qu i er t erna d e  func ione s y E S  1 ( - h ,  T ; Rn ) ,  u E If ( 0 ,  T ;RIIj 

y n E L2 ( 0 , T ; Rn ) .  

E l  s i gu i en t e  e s  un r e su l t ado c la s ico para e l  probl ema P ( v er 
por e j emp l o  [ 4 ] , pro po s ic i6n 3 . 3 ) : 

2 . 6 . TEOREMA . Si e l  da to i n i c ia l' X o E H
l ( - h , O ; Rn L c o n  

l im x ( t ) , e n t o n c e s  exi s t e  un un i c o  par  o p timo  (x , u) para  d o 
e l  p r o b l ema P .  Es t e  p a r  s a t i s fa c e ,  para a l guna c o n s t a n t e  p o s i 

t i v a  c qu e n o  dep e nd e  d e  x o ' 

i )  x E H
2

( 0 , T ; Rn ) Y II x II 2 � c ll xo il l 

i i ) u E H 1 ( 0 , T ; R
m

) Y lI u li l � c II xo " l 
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Ma s aun,  e Z  mu Z t ip Z i a ado r d e  Lagrange  a s o a i ado , n,  s a t i s fa a e  

y 

2 . 7 .  NOTA . 

As ! como en l a  no ta  2 . 4 ,  o b s ervamo s que s i  s e  p id e  

Xo E H
2

( - h , O ; Rn ) ,  no s e  obt i en e  mayo r regul ar idad e n  x 6 U en 

general , pues to  que hay que ped ir cond ic iones  de compat ib i l i 

dad d e  l a s  d er ivada s  d e  Xo y e l  operador A .  

No s int er e s a  ut i l i z ar l o s  r e sul tado s d e  F . Br e z z i  s o br e  punto s 

de  ens i l l adur a [ 2 ] , y para e l l o  e s  conven i ent e introduc ir nu e 

vas  no tac ione s : 

S ean X = S
l

( - h , T ; Rn ) ,  V = L2 ( O , T ; R
m

) ,  V = XX V ,  con norma dada 

por 

II V II � n Y II �  + nU II � s i  v = (y , u ) 

2 ( • n ) y W = L 0 ,  T , R • 

Introduc imo s l a s  func iona l e s : 

i )  a def in ida en Vx V como 

T 
a (v , v ' ) = y (T ) C 'y ' (T )  + I

o
(YQY ' +URU ' ) dt ,  

s i  v = (y , u ) , v '  = (y ' , u ' ) 

i i )  b defin ida en VxW por 

b (v , n ) = I : n (Y -AY - BU J dt 

iin L def in ida sobre  V por 

L (v )  = - xo (T ) Cy (T )  

s i  v (y , u )  

s i  v = (y , u) . 

Con e s t a s  no tac iones  nue stro  probl ema de  Punto  d e  En s i l l adura 

( P . E . )  s e  puede escr ib ir como : 

( P . E . )  Encontrar v E V, n e W t a l e s  que 

a (v, v )  + b (v , n) = L (v )  para toda v E V 

) 
) 
) 
) 

) 

) 

') 
) 
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) 
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') 
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) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 

) 
'\ 

- ) 

) 

) 



57 

b (Y, n )  o para todo n E W. 

E l  s igu ient e l ema e s  l a  ba s e  par a  la  apl icac i6n d e  l o s  r e sul t a 

do s d e  Br e z z i menc ionado s ant er iormente : 

2 . 8 .  LEMA . Exi s t e  una  a o n s t an t e  k > 0 ta Z q u e  

i )  S i  v E V e s ta Z qu e b (v , n )  = 0 p a r a  t o da n E W, e n t o n a e s  

a (v , v ) ;> k iI V II � 
ii) Para t o da n E W e xi s t e  v E V t a Z q u e  

Demo s tra a i 6 n . i )  S i  b (v , n )  = 0 para todo  n E W, Y v (x , u ) . 
entonc es  

x = Ax + Bu 

y por el t eorema 2 . 3  lr ecordemo s que c deno ta una cons tant e ge 

neral qu e pued e var iar en cada ocas i6n) , 

Por 1 0  tanto 

I I  x • 0 <; c D Bu II 0 <; cD u I 0 . 

Como C Y R son s emid e f in idas  po s it iva s y Q e s  defin ida po s i t i 
va , t enemo s 

2 I T IT Il v ll v <; c 0 u u dt  <; c [ x (T ) Cx (T) + 0 (xQx +uRu ) dt ] 

con 1 0  que r e sul ta i ) con k = t . 
i i )  Dada n E W, sea  x so luc i6n al  probl ema 

x - Ax = n , 
y tomemo s v (x , O ) E V ,  entonc es  

c a (v , v ) 

b (v , n )  f : Tl (x - Ax) dt = I : nndt  = . I n U; ;> c ll n ll w O v O v 

pue s  D v D v = H x D o <; c li n D w , por el  t eorema 2 . 3 .  Q . E . D .  

Con el l ema 2 . 8  (y  el  t eor ema 2 . 3 ) es po s ibl e obt ener r e sul ta 
do s s imilar e s  a lo s d el t eorema 2 . 6  u sando l o s  r esul tado s de 
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Br e z z i :  

2 . 9 . COROLAR I O . Ex i s t e  una un i a a  s o Z u a i 6 n  (x,u,Ti) 
aZ  pro b Z ema P .  E . 

(v,W) E VxW 

3 .  A P R O X I M A C I O N E S  D I S C R E T A S  

Pa samo s ahora  a l a s  aprox imac ione s  d i scret a s . Con el  s ign i f ic� 

do introduc ido en la s ecc i6n ant er ior par a l o s  e s pac io s V y W, 

supongamo s que para 0 > 0 ,  Vo = Xo xUo y Wo son sub e spac io s d e  

d imens i6n f in ita  d e  V y W r e spect ivament e ,  t a l e s  qu e 

i )  d im Xo = d im We ' y s i  x E Xo entonc e s  x E Wo o 

ii) S i  p� , Pg Y P� ind ican l a s  proyecc ion e s  d e  X ,  U Y W en Xo ' 
Uo y Wo r e spect  ivament e , entonc e s  

l im P� lx )  
0-+0  

x ,  l im p� (u)  = u y 
0-+0  

l im p� (w) = w 
0-+0  

para cual qu i er x E X, u E U,  W E W (dond e l o s  l im i t e s  d e 

ben ent end er s e  e n  l o s  corre spond i ent e s  e spac io s ) . 

La ver s i6n d i screta  del  pro bl ema d e  ens i l l adura ( P . E . D . ) pue 

de  p l ant ear s e  ahora  como 

( P . E . D . )  Encontrar Vo E Vo ' n o E W
o tal es  qu e 

a (vo ' v )  + b lv , no ) 

b (vo , n ) 
L (v )  para toda v E Vo 
o para toda n E Wo 

Obs ervemo s que 3 . 2  e s  equ ival ent e a 

para toda n E Wo 

1 0  que a su vez  puede r eescr ibir s e  como 

p� (io - Axo - BUo ) 0 . 

[ 3 .  1 ] 

[ 3 . 2 ] . 

No s pl ant eamo s entonc e s  el  s igu i ent e Probl ema D i s creto  Aux i l iar 

( P . D . A . ) : 

) 
- ) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
'\ ) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 

) 
') 

) 
) 
) 
) 
) 

) 
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( P . D . A . ) Dada U o E Uo encontrar X o  E Xo tal  que 

o . 
pw (x o - Ax o - Bu o ) = 0 [ 3 . 3 ]  

Por conven ienc ia , deno tamo s  po r D o e l  operador D o : Xo � Wo d e  

f in ido por 

y por i :  Xo � X la inc lus i6n . E l  s igu i en t e  r e su l tado es d e  

s enc i l l a  d emo s trac i6n : 

3 . 4 .  LEMA . E L  pro b L ema  P . D . A .  t i e n e  s o L u a i 6 n  u n i a a  s i  e L  op e 

rador 

es  inv e r s i b L e .  En  e s t e  aaso  t e n emo s 

Damo s ahora cond ic ion e s  suf ic i ent e s  para pod er ut i l i z ar l o s  r e  

sul t ado s d e  Br e z z i  para l a s  aprox imac iones  d i scret a s  a prob l e 

ma s d e  punto s  d e  en s i l l adura : 

3 . 5 .  LEMA . Con L a s  n o t a a i o n e s  a n t e r i o r e s �  s i  e L  Pr o b L ema D i s 

ar e to Auxi L i a r  (P . D . A . ) t i e n e  u n i a a  s o L u a i 6 n  e n t o n a e s  L a s  h i 

p 6 t es i s  d e  Br e z z i  s e  v e r ifi aan : 

i )  Si v E Vo s a t i sfa a e  b (v , n ) = 0 para todo  n E WO ' e n t o na e s  

2 a (v , v )  ;;;. c o l l v l l V 
ii) Para aada n E Wo e x i s t e  v E Vo � v ; 0 t a L q u e  

b (v , n ) > c o l l v l l v II nU w 

Demo s tr a a i 6 n . Veamo s que s e  ver ifica  i ) . S i  v = (x , u )  E Vo v e 

r i f ica  b (v , n ) = 0 para todo n E Wo ' entonc e s  v sat i s fac e 3 . 3  y 

II x I I  � OS;;; c o li Bul l � OS;;; c o l i ul l � 
por 1 0  qu e 

Us ando qu e R e s  d e f in ida po s it iva y que C y Q son s emid e f in i -
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das  po s it iva s , r esul t a  

1 0  que pru eba i ) . 

Pa s emo s ahora a i i ) . Sea  n E Wo ' y ,  usando e l  l ema ant er ior , to 

memo s v = (x , D ) E Vo dond e x E Xo e s  l a  so luc i6n d e  

p� (X o - Ax o - n ) = D 

Entonc e s , como ant e s , 

y I T 

• 

o 
(x - Ax) ndt b (v , n ) · 

Q . E . D .  

Del  r e sultado ant er ior , usando l a  t eo r ia d e  Br e z z i  o bt en emo s . : 

3 . 6 . TEOREMA . Si e l  Pro b l ema Di s ar e t o  Auxi l ia r  ( P . D . A . ) t i en e  

a n i a a  s o l u a i 6 n  e n t o n a e s  e l  Pro b l ema de  En s i l ladura Di s ar e t o  

( P . E . D . ) t i e n e  u n a  a ni a a  s o l u a i 6 n  y 

l I u-uo l l  0 + l i n-no l i 0 + ! l x-xo i l l os;;; 

os;;; a 0 l inf l I u-ul l o + inf l in-ni l 0 + inf I I  x-xII 1 ] . 
UEUo nEWo XEXo 

4. E J E M P L O  D E  F AM I L I A S D E  E L E M E N T O S  F I N I T O S  M I X T O S  

E n  e s ta s ecc i6n damos u n  ej empl o  s enc i l l o  de  fam i l ias  que s a 

t i s fac en l a s ' cond ic iones  d e  l o s  r e su l tado s 3 . 4 - 3 . 6 .  

Empec emo s por cons id erar como hip6 t e s i s : 

'4 . 1 .  HI POTES I S .  Suponemo s que 0 

d e f in imo s 

1 .  = ( t . I , t . )  ; o . = I t . I - t . 1 J J - J J J - J 

< t N = T , Y 

; 
0 max O J  

I 'S j 'S N  

4 . 2 . HI POTES I S .  Con s id eramo s e l  e spac io Xo formado por l a s  

) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 

) 
) 
) 
) 
) 

) 
) 

) 
,) 
) 
) 
) 

) 
') 
) 

) 
) 
) 
) 
) 
) 
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func ione s x tal e s  que l a  r e str icc i6n d e  x a cada I .  e s  l inea l . J 

Como quer emo s ,  d e  a l guna manera , que x E Wo ( p ensar l a  ecuac i6n 

3 . 3  en el  caso en que A s ea nul o , r ecordando que A es compacto  

y por 10  tanto puede s er mirado como 5610  una per turbac i6n) , 

par ece  natural  tomar entonc e s  

4 . 3 .  HI POTES I S . Cons ider amo s e l  e spac io Wo formado p o r  lo s e l� 

ment o s  n E W t a l e s  qu e l a  r e str icc i6n d e  n a c ada I j es  con s 

t ant e .  (Obs ervar que no pedimo s que n s ea cont inua ) . 

De l a  misma manera , c omo qu er emo s qu e bas icament e B :  Uo -+ Wo ' 

e s  r a zonabl e ped ir : 

4 . 4 .  HI POTES I S . Cons ider amo s e l  e spac io Uo d e  func iones  u que 

son constant e s  sobr e cada I j . 

Baj o l a s  cond i c iones  4 . 1 - 4 . 4 ,  y para poder apl icar e l  l ema 3 . 4  

d e  modo que e l  operador Mo s ea inver s ibl e ,  t enemo s qu e dar con  

d ic iones  sobr e  el  t amafio d e  0 :  

4 . 5 . PROPOS I C I ON .  Con l a s  hip o t e s i s  a n t e r i o r e s ,  s i  0 > 0 e s  s u  

fi c i e n t em e n t e  p e qu e n o  de  m o do t a l que  0 < h 1 • Y 1 n o  e s  a u t o 
v a l o r  d e  ninguna de l a s  m a t r i c e s  

( 0 . + 8 ) 2 

_",-J __ d 8  , 
2 0 . 

j 1 ,  • • .  , N  

J 

e n t o nc e s  e l  o p e r ador M o de l l ema 3 . 4  es  inv e r s i b l e .  

Demo s tr a c i o n . Por l a s  hip6 t e s i s  dada s sobr e Xo y Wo ' t enemo s 

= x 
o 

- p Ax w 

.y por 10  t anto debemo s v er que l a  ecuac i6n 

x = p OAx w 

t iene como un ica soluc i6n l a  func i6n x ( t )  = O .  

[ 4 . 6 ] 

Supongamo s entonc e s  qu e x e s  so luc i6n d e  4 . 6  y x lt )  # o .  S ea 
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K = inf { t : x ( t )  ¥ a } . 

Como x E XO ' x debe  s er cont inua y por l a s  hip6 t e s i s  hecha s  5 0 -
bre Xo ' K = t j _ l para al gun j = 1 ,  . . . , N .  Ad ema s , x C t )  = 0 para 

t E;;; t j - 1 ' Y ex i s t e  a l gun vector  cons tant e 0'. E Rn , 0'. ¥ 0 ,  ta l. 

que para t . 1 E;;; t E;;; t . , x C t )  0'. Y J - J 
x ( t ) = O'. C t - tj _ 1 ) · 

Por 1 0  tanto , por 4 . 6  y como O J E;;; 0 < h I ' para t j _ 1 E;;; t E;;; t j 
debe s er 

donde  X I  deno ta l a  func i6n c arac t er l s t ica de l  int ervalo I .  

Ob s ervamo s ahora que P� apl icado a una func i6n da e l  promed io 
de esa func i6n sobre cada int ervalo  I j ' de modo que f o ( 0 . + 9 ) 2 

0'. [ i 0 j AO 
+ A ( 9 ) � o . de ]  0'. 

- O J J 

Por 1 0  que 0'. e s  un autovec tor con corr espond ient e autovalor 1 ,  

10  que contrad ice la  hip6 t e s i s . Q . E . D .  

4 . 6 . NOTA . La s hip6t e s i s  de la propo s ic i6n ant er ior son ver i f i 
cada s s i  por ej emplo  8 < h I  y 

i 8 [ II Ao l I + 
f O II A ( 9 ) l I dt ] < 1 - 8 

para al guna norma II II en Rn xn . 

4. 7 .  PROPOS I CI ON . Bajo las hipotesis 4 . 1 - 4 . 4 ,  si 

Xo E H1 C - h , O ; Rn ) y o > 0 es sufi a ientemente pequeno, el Proble 

ma de Ensi lladura D isareto ( P. E. D . )  tie ne una uniaa soluai6n y 

Demostraaion. Por la  not a  2 . 5 , Xo E H1 C - h , O ; Rn )  s e  puede ext en -

) 
) 
) 
) 
) 
') 

) 
) 
) 
) 

) 
) 
) 

) 
) 
) 
) 
) 
) 

) 
' ) J 

) 

der a H1 C - h , T ; Rn ) , y el re sul tado 4 . 7 re sul ta del  t eorema 3 . 6 ) 
Y l a s  e s t imac ione s usual e s  de  error para el emento s f in it o s  s i  ) 
podemo s demo strar que la constant e 0 0 del  t eorema 3 . 6  no t i ene ) 
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un l im i t e  inf inito  cuando 0 + 0 ,  10 qu e s er a  c i erto  s i  la norma 

del  inv er se d e l  operador Mo de l  l ema 3 . 4  permanece  aco tada l e 

j o s  d e  ° e inf inito . 

Par a e l l a  supongamo s qu e x E Xc Y 

f = p� (x - Ax )  = x -p�Ax = x - Ax + ( I - p� ) Ax 

dond e  I e s  la  apl icac i6n id ent idad . 

Dado qu e l o s  co ef ic i ent e s  de l  operador A no d ep enden d e  t ,  A Y 
P� conmu t an Y t enemo s 

i - Ax = f - A ( I -p o ) x  w 

y por 1 0  tanto , por e l  t eor ema 2 . 3 ,  

I I  x I I  0 .;;;; c [ l l f l l  0 + I I A (I - p� ) x l l  o j 

Por l a s  e s t imac ion es  usua l e s  de l  error , para y E HI va l e  

I I  (I - p� ) y l l  0 .,;;;; c O l i y l l  0 

y por 1 0  tanto 

I I  x I I 0 ,;;;; c l l f l l o + c o l l x l l o 

S i  0 e s  suf ic i en t ement e pequeno r e su l t a  entonc e s  

Q . E . D .  

Tficn ica s s im i l ar e s  pu ed en ut il i z ar s e  para e l emento s f in ito s cu 

ya s r e s t r icc ion e s  a l o s  int ervalo s Ij s ean po l inom io s d e  mayor 

ord en . S in embargo , d eb ido a l a  fa l t a  de  r egul ar idad d e  l a s  s� 

luc ione s  (ver l a s  no t a s  2 . 4 y 2 . 7 ) , a pr ior i no se mej oran l a s  

co t a s  d e  error  s i  el  dato in ic ial  X o n o  sat i s fa c e  c i er t a s  con 

d ic ion e s  e spec ial e s . 

5 .  U N  E J E M P L O  N U M E R I C O  

Pr e s entamo s a qu i  e l  s igu ient e ej emplo  c itado po r Kappe l  y Sala 

mon [ 4 ] : 

Encontrar e l  min imo d e  
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x ( 2 ) x ( 2 ) + J :u udt 

suj eto  a las cond i c iones  

x ( t )  = Ax( t - 1 ) +u ( t )  

dond e 

A ( � � ) 
y 

x ( t )  = 1 para t '" 0 . 

La so luc i6n ana l it ica' d e  e s t e  probl ema .es x = (x l ' x 2 ) , 
u = (u l , u2 ) dadas por 

= 
{ Illl + 6 ( 1 - t )  

U 1  ( t )  
para 0 '" t '" 1 

para '" t '" 2 

para 0 '" t '" 2 

6 2 6 + Ilt - '2 (t- 1 )  + '2 

+ Ilt + i 
para 

para 

o '" t '" 1 

'" t '" 2 { 1 + ( 1 + 6 ) t para 0 "' t '" 1 

x (t) = 5� 315 2 6 2 2 + i- + ( 1 +yHt- 1 )  + ll (t- 1 )  - 6 (t -2) para 1 '" t '" 2 

s iendo el valor 6pt imo del func ional 

3 11 2 + 11 6 + 5 6 2 

donde 
6 = 3 4  

3 9  y Il • 2 2  
1 1 7  

En e s t e  ej emplo t enemo s n=m= 2 ,  N= l , y puesto que B y R son l a  
ident idad , r e sulta  u=n . 

A. d iferenc ia de l a  t eor ia pr e s entada , en l a  prAct ica  el  dato  
in ic ial Xo s e  ext iende como 0 en  ( 0 , 2 )  y s e  incorpora esta  va � 
r iant e en l a s  ecuac iones  a reso lver . Es  dec ir , s i  l a  func i6n x \ . 
d :L':;creta s e  r epr e s enta como 

) 
) 
) 

: ) 
) 
') 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
') 
) 
') 

) 
) 
) 

) 
) 
) 
) 
) 
') 
) 
) 
) 

) 

) 
) 
) 
'J 
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s iendo � i l a s  func iones  bas e ,  entonc e s  x ( t )  es una aprox imac ion 

de x O ( t )  para t � 0 Y l o s  val o r e s  d e  l o s  c o e f ic i ent e s  x i son  

incogn i t a s  5610  cuando � i t i ene e l  soport e cont enido en ( O , T ] . 

Realizamo s el  e j empl o numer ico ut i l i zando pr imer ament e func io 

nes  l ineal es  a tro zo s  ( cont inua s )  para x ,  y con s t ant e s  a tro z o s 

para u ,  d iv id i endo e l  int erva le  [ 0 , 2 ) en 8 sub int ervalo s igua 

l e s  (�t  = 0 . 2 5 ) ,  usando pr ec i s ion  s impl e .  Re sumimo s l o s  r e su l t a  

do s e n  l a  tabla  5 . 1 .  

Como pu ede obs ervar s e ,  en e s t e  c a so l a  aprox imac ion a u co inc i 

d e  prict icament e con  su proyec c i6n en L2 , s i endo l o s  erro r e s  r e  

l a t ivo s para l a s  aprox imac iones  meno r e s  que 0 . 1 7 x l 0 - 2 . 

Luego hic imo s l a  apro x imac ion u t i l i z ando func ion es  cuadr it i c a s  

a tro z o s  ( cont inua s )  p a r a  x y l inea l e s  a tro z o s  (no nec e s ar ia 

ment e cont inua s )  para  u .  En e s t e  c a so d iv id imo s e l  int erva le  

[ 0 , 2 ] en 4 par t e s  igua l es ( � t  = 0 . 5 ) a f in d e  o b t en er r e su l t a 

do s comparab l e s  con l o s ant er ior e s  ( l a s  matr ic e s  a inver t ir son  

d e l  mi smo tamafio ) ,  u s ando t amb ien prec i s ion s imp l e .  La aprox i 

mac i6n co inc id e pric t icamen t e  con l a  so luc ion ana l it ica , 1 0  qu e 

e s  d e  e sperar puesto  que e s t a  e s  ca s i  cuadrit ica  a tro z o s . Lo s 

r e sultado s e stin en l a  tabla  5 . 2 ,  dond e  hemo s d eno t ado  por u+ 

y u - l o s  l imit e s  a i z qu i erda y d er echa , r e sp ect ivament e ,  d e  l a  

func ion u en l o s  node s corr e spond i ent es . E l  mix imo error r el a 

t ivo no sup er a 1 . 5 9x l 0- 7 ( obt en i endo s e  en x 1 ( 2 ) ) . Recordamo s 

que es tamo s trabaj ando con pr ec i s ion  s impl e  tanto  en l a  evalu� 

c ion d e  las  func ion e s  como en l a  inver s ion d e  l a s  matr ic e s , por  

1 0  que los  error e s  r el at ivo s e s t in d entro d e l  ord en suger ido 

por el  " ep s ilon d e  miqu ina " ( 5 .  9 6x 1 0- 8 ) . 



Intervalo 

0. 00-0. 25  
0. 25-0. 50 
0. 50-0. 75  
0. 75-1 . 00 
1 . 00-1 . 25 
1 . 2 5-1 . 50 
1 . 50-1 . 7 5  
1 .  7 5-2 . 00 

Int ervalo 

todo s  

Nodo 

0 . 25  
0. 50 
0. 75  
1. 00 
1. 25  
1 . 50 
1 .  75  
2 . 00 

No do 

0. 25  
0. 50 
0. 75  
1 . 00 
1 . 25 
1 . 50 
1 .  75  
2 . 00 

66 

u1 discreta u1 anal1t ica 

(promedio en el intervalo ) 

-0. 9518 -0. 9508 
-0. 7335 -0. 7329  
-0. 5 1 52 -0. 5 1 4 9  
-0. 2969  -0. 2 9 70 
-0. 1 8 78 -0. 1880 
-0. 1878  -0, 1880 
-0. 1 8 78 -0. 1880 
-0. 1878  -0. 1880 

u2 discreta u2 analit ica 

(promedio en el int ervalo ) 

-0. 8732 -0 . 87 1 8  

x l  discreta xl analit ica 

0. 7620 0. 7622 
0. 5786  0. 5 7 90 
0. 4498 0. 4 503 
0 . 3756  0. 3 7 60 
0. 328 6  0. 32 9 1  
0. 281 7 0. 2 8 2 1  
0. 234 7 0. 2350 
0. 1878  0. 1 880 

x2 discreta x2 analit ica 

1 .03 1 7  1 . 032 1 
1 . 0634 1 . 0641  
1 . 09 5 1  1 . 096 1  
1 . 1 2 68 1 . 1 2 82 
1 . 1288 1 . 1 2 94 
1 .0780 1 . 07 78 
0. 9833 0". 9 8 7 6  
0. 8732  0. 8 7 1 8  

T ab l a  5 . 1 
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Nodo u� discreta: + d ·  1 analitica u 1 l.screta u 

0 . 00 * * * * *  - 1 . 0598290 - 1 . 05982 9 1  
0 . 50  -0 . 62393 1 5 9  - 0 . 62393 159  -0 . 62393 165  
1 . 00 -0 . 1 88034 1 8  - 0 . 188034 1 8  -0 . 1 88034 1 9  
1 . 50 - 0 . 1 8 8 034 1 8  - 0 . 1 88034 1 8  -0 . 188034 1 9  
2 . 00 -0 . 1 88034 1 8  * * * * *  - 0 . 188034 1 9  

No do u; d iscreta + d ·  u2 l.screta u2 analit ica 

0 . 00 * * * * *  -0 . 8 7 1 7 9482 -0 . 8 7 1 7 9488 
0 . 50 -0 . 8 7 1 79482  -0 . 8 7 1 7 9482 -0 . 8 7 1 794988 
1 . 00 -0 . 8 7 1 7 9482 -0 . 8 7 1 79482 -0 . 8 7 1 7 94 988 
1 . 50 -0 . 87 1 79482 -0 . 8 7 1 79482 -0 . 8 7 1 794 988 
2 . 00 -0 . 8 7 1 7 9482  * * * * *  -0 . 8 7 1 7 94988  

Nodo xl discreta Xl analit ica 

0 . 25  0 . 76228637  0 . 7 6228637  
0 . 50 0 . 5 7905984 0 . 5 7905990  
0 . 75 0 . 45032054 0 . 4 5032 051  
1 . 00 0 . 3 7 606835 0 . 3 7 606838 
1 . 25 0 . 32905984 0 . 3290598 1 
1 . 50 0 . 28205 1 2 7  0 . 28205 1 30 
1 .  75  0 . 23504 2 7 5  0 . 23504 2 7 2  
2 . 00 0 . 188034 1 8  0 . 1 88034 2 1  

Nodo x2 discreta x2 analitica 

0 . 25 1 . 0320513  1 . 03205 1 3  
0 . 50 1 . 064 1 02 5  1 . 064 1 025  
0 . 75  1 .  0961539  1 .  0961 539 
1 . 00 1 . 1 282052 1 . 1282052 
1 .  25 1 . 1 294072 1 . 1294070  
1 . 50 1 . 07 7 9 9 1 5  1 .  0 7 7 9 9 1 5  
1 .  75  0 . 98758018  0 . 98758018  
2 . 00 0 . 87 1 79494 0 . 8 7 1 7 9482 

T a b l a  5 . 2  
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APENDI CE 

Nue s tro prop6 s ito  en e s t e  apartado e s  d e s c r ib ir una s er i e d e  

r e sul tado s qu e no s conduc iran f inalmen t e  a l a  d emo s tr ac i6n d e l  

t eorema 2 . 3 ,  cuyo enunc iado r ep e t imo s : 

TEOREMA . Si k = 0 <5 1 ,  dado s f E a
k

( O , T ; Rn ) ,  g E a k ( - h , O ; Rn ) ,  y 

e l  v a l o r  g ( O ) E Rn , a o n  g ( O )  = l im g e t )  s i  k = 1 ,  e x i s t e  u n a  
d o 

u n i a a  x E ak ( - h , T ; Rn ) t a l qu e 

i )  x ( t)  = g e t )  para - h  < t < 0 

i i )  
. 
x - Ax = f e n  ( O , T ) 

i i i )  l im x ( t )  
d o g ( O )  s i  k = 1 

Ma s aun x E ak+ 1 ( 0 , T ; Rn ) ,  y para  a lguna a o n s t a n t e  p o s i t i v a  c ,  

Para k = 0 , 1 , 2 ,  s ea S k el e spac io d e  func iones  I{) t a l e s  qu e 

I{) ( t )  = 0 para t < 0 ,  I{) E ak ( O , T ; Rn ) ,  y s i  k >  0 ,  tamb ien ped i 

mo s I{) E a k- 1 ( _ h , T ; an ) .  En S k d e f in imo s l a  norma 

s i  k 1 , 2 

s i  k o . 

Cuando k = 0 6 k = 1 ,  pod emo s ident if icar al e spac io 

ak ( O , T ; Rn ) con el  espac io S k , s impl ement e ext end i endo l a s  fun 

c iones  como 0 para t < O .  Deno tar emo s por I :  S k -+ Hk C O , T ; an ) 

a e s t a  ident if icac i6n . 

No s int er e s a  e s tud iar pr imerament e e l  probl ema d e  encontrar , 

dada I{) E Hk ( O , T ; an ) ,  k = 0 6 k = 1 , una func i6n x E S k+ l 
tal  

,que . 
x - Ax = I{) 

Para e l l o  cons id er emo s el  oper ador l ineal  A d e f in ido por 

A I{) (t)  = I t I{) ( s )  ds 
- h 
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) 
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por 1 0  que , cuando, � E S k , 

A �  ( t )  = J : -� ( 5 )  d s  

No s int er esa  pensar A :  S k -+ S k+ l cuando k = 0 6 k = 1 ,  r e sul 

tando en e s t e  c a s o  A cont inuo con ' inver sa cont inua dada por 

1 . d� 
A- (� )  = � = dt  

. 

Recordemo s que e l  operador A e s t a  defin ido por 
, N 0 

Ax = I A . x ( t - h . )  + J A ( 6 ) x ( t + 6 ) d 6  
i 

� � 
- h 

Miramo s ,  por a ho r a , al  o perador A como d e  S k+ l  en Hk ( O , T ; Rn ) , 
resul t alldo en e,s t e  c a s o  s er compac to , pue s to que e l  oper ado r 

A : S k+ l -+ Hk+ 1 ( 0 , T ; Rn ) e s  cont inuo y l a  inc lu s i6n d e  

Hk+ 1 ( 0 , T ; Rn ) e n  Hk ( O , T ; Rn ) es  compacta . (Aca e s t amo s tomando 

k = 0 6 k = 1 ) .  

Entonc e s , cuando k = 0 6 k = 1 ,  el op erado r AA : S k -+ 

k k+ l r e sul t a  s er compacto  (aqu i  pensamo s A:  S -+ S , 
A :  S k+ l -+ Hk ( O , T ; Rn ) ) ,  y pod emo s apl icar l a  a l t ernat iva d e  

Fr edho lm al  op er ador I - AA de  S k e n  Hk ( O , T ; Rn ) , ' para o bt ener 

que I - AA e s  inver s ib l e cont inuament e si  y 5610  si  e s  inyec t ivo . 

Qu i z a s  s ea conven ient e pen sar que al cons ider ar I - AA, e s tamo s 

tomando para � E S k l a s  operac iones 

� -+ x = A� -+ x - Ax = ( I  - AA) � 

Ahora ,  e l  operador 1 - AA e s  inyec t ivo , puesto  qu e s i  ( I - AA) � = 0, 
entonc e s  tomando x = A � , resul t a  

x = A x  para t > 0 

'y x ( t )  = 0 para t < o .  Puesto  que x e s  cont inuo en [ - h , T ] y 

d ifer enc iabl e en ( O , T ) , pod emo s apl icar l a  t eor ia  c l a s ica para 

conclu ir que x ( t )  = 0 para todo t (Ver e . g .  [ 3 , cap . 2 ] ) .  

Re sumiendo l o s  r esul t ado s que acabamo s de  ver , podemo s d ec ir 

que dada � E Hk ( O , T ; Rn ) , k = 0 6 k = 1 ,  ex i s t e  una un ica  s o l u -
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c i6n al probl ema 

(I - AA) '11 = IP , '11 E S k 

y ,  ma s aun , e s ta so luc i6n sat i sfac e 

Def in i endo entonc e s  

x (t )  = Aq,( t )  = J :  q,( s )  d s  

r e su l ta que dada IP E Hk ( O , T ; Rn ) ,  k = 0 6 k = 1 , ex i s t e  una un i 

c a  s o luc i6n a l  probl ema . 
x - Ax = IP 

con x E S k+ l , y s e  sat i s fac e 

Pa s emo s ahora  a r e s o lv er e l  probl ema g enOeral : S i  k = 0 6 k = 1 ,  

y dad a s  f E H k( O , T ; Rn ) ,  g E Hk ( - h , O ; Rn ) , e l  val o r  g ( O ) E Rn , 
con g ( O ) = l im g e t )  s i  k = 1 ,  encontrar x E Hk ( - h , T ; Rn ) t a l  que 

d o 
i )  x ( t )  = g e t )  para - h  < t < 0 

i i )  x - Ax = f en ( O , T ) 
i i i )  l im x ( t )  = g ( O )  s i  k d o 1 . 

Obs ervamo s pr imerament e que s i  x E Hk ( - h , T ; Rn ) ,  y va l e  i i ) , en 

tonc e s  x E Hk+ 1 ( 0 , T ; Rn ) .  

Por o tra  par t e , dada 

val o r  g ( O )  E Rn , con 

func i6n 

g E Hk C- h , O ; Rn ) ,  con k = 0 6  k = 1 ,  Y e l  

g ( O )  = l im g e t )  s i  k = 1 ,  d e f in imo s l a  
d o 

g e t )  = Jg (t )  

19 ( 0 ) 
s i  - h  < t < 0 
s i  t > 0 . 

E s  cl aro que l a  func i6n g E Hk ( - h , T ; Rn ) n Hk+ 1 ( 0 , T ; Rn ) ,  aun 

cuando k = 1 ,  pue s t o  que en e s t e  c a so l a  func i6n g e s  cont inua 

en t = 0 por l a s  h ip6 t e s i s  dada s , y t endr emo s , para  a l guna cons  

) 
-) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
') 

) 
) 
) 
) 
) 
) 

) 
) 
) 
) 

) 
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tante  c d ep end i ente  d e  T ,  

Obs ervamo s tamb i en que Ag E Hk ( O , T ; Rn ) . Podemo s r epl ant ear e l  

probl ema d e  encontrar x pon i endo x = y+g , y r e s o lver ahora  e l  

probl ema de  enc ontrar y E S k+ l tal  que 

y - Ay = Ag + f en ( O , T ) 

Pon i endo � = Ag+ f , v emo s qu e � E Hk ( O , T ; Rn ) ,  por 1 0  que efec t i 

vament e podemo s apl icar  1 0  ant er iorment e v i sto  para encontrar  

y ,  con 1 0  que d emo stramo s l a  ex i s t enc ia .  La unic idad s a l e d e l  

hecho qu e s i  g = ° Y f = 0 ,  entonc e s  e s tamo s tamb i en e n  el  c a -

5 0  ant er ior cuando cons iderabamo s so luc iones x E S k+ l . F ina l 

ment e ,  para obtener l a  acotac i6n en no rma de  x ,  obs ervamo s qu e 

Como x = y+g ( O )  para t > 0 ,  para a l guna constant e c dep end i en 

t e  d e  T r e sulta  

y ,  pue s t o  que y E S k+ l , 

Ahora , por l a  d e s igua l dad d e  Po inc are , 

y por 1 0  tanto 

Sab emo s que 

l I y l l S k+ l " 1 I � I I Hk ( O , T ; Rn ) = I I Ag+ f I l Hk ( O , T ; Rn ) " 
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d e  donde s e  d educ e l a  acot ac i6n d e s eada . 
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