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APLICACION DEL METODO DE ELEMENTOS FINITOS MIXTOS
A LA APROXIMACION NUMERICA
DE PROBLEMAS DE CONTROL CON "'RETARDO

NESTOR E. AGUILERA y ELENA M. FERNANDEZ BERDAGUER

1. INTRODUCCION.

Presentamos un método basado en la técnica de elementos finitos
mixtos, para aproximar numéricamente el minimizante de una fun-
cional de costo cuadrdtica sujeta a restricciones diferencia-
les con retardos invariantes en el tiempo.

El problema es de interés en las aplicaciones, pues los siste-
mas con retardo aparecen en modelos de problemas aeroelisticos,
de biologia, de procesos industriales, etc. Por otra parte, una
gran cantidad de problemas hiperbdlicos de control con condicio
nes de contorno pueden ser transformados en problemas equiva-
lentes de ecuaciones diferenciales con retardos, de modo tal
que esta Gltima forma reduce la complejidad de la dependencia
de los parametros en el modelo. Una referencia cldsica para es
te problema es el libro de J.Hale [3],

La aproximaci6én numérica al problema de control 6ptimo con cos
to cuadridtico para sistemas con retardos ha sido tratada por nu
merosos autores, usando distintas técnicas. Entre los esquemas
mids conocidos cabe mencionar el de la aproximacidén del sistema
con retardo por un sistema de ecuaciones diferenciales ordina-
rias de alto orden, resolviéndose luegé los problemas de con-
trol asociados con estos sistemas. Este método ha sido usado
por largo tiempo, sin embargo los problemas de convergencia y
orden de convergencia fueron considerados recién en 1975. El
lector puede consultar el trabajo de Banks y Burns [1] que es
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uno de los primeros sobre el tema, donde ademds podra encontrar
una resefia histérica del tratamiento del problema. Otros méto-
dos son los clidsicos de discretizacién de espacio y tiempo, en
este caso los problemas de convergencia han sido tratados re-
cientemente por Reber [5].

En este trabajo tomamos un punto de vista diferente, mirando al
problema de punto de ensilladura que resulta de aplicar multi-
plicadores de Lagrange, 1o que nos permite utilizar la teoria
de Brezzi [2] para dichos problemas.

El método que empleamos puede ser usado en problemas mds gene-
rales que el que consideramos, por ejemplo en el caso en que
los coeficientes son variables, en sistemas neutrales, en prcblemas con ho-

rizonte infinito y con funcionales de costo convexas mis generales.

NOTACIONES.

R" es el espacio euclideo de n dimensiones, con elementos

X = (xl,x .,xn), el producto interno de dos vectores x,y € R*

EE
se denota simplemente por Xxy.

C(a,b;R™) es el espacio de funciones continuas definidas sobre
el intervalo [a,b] con valores en R".

Lz(a,b;Rp) es el espacio de funciones de (a,b) en R" de cuadra-

do integrable, i.e. tales que

b
J x(t)x(t)dt
a

es finita.

Hk(a,b;RP), k =0,1,..., es el espacio de funciones del inter-
valo (a,b) con valores en R" cuyas k derivadas en el sentido
de las distribuciones se pueden representar como funciones de
Lz(a,b;RP), cuando k = 0, HX(a,b;R™) coincide con LZ(a,b;R®).
La norma de v € Hk(a,b;RP) se indica por

v

H*(a,b;R")

y, cuando no hay lugar a confusién, simplemente por "V"k.

Finalmente, para b > 0, h >0y k = 0,1,... llamaremos
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Sk(-h,b;Rp) al espacio de funciones ¢ tales que ¢v(t) = 0 para
t <0, v € Hk(O,T;RP), y si k > 0, también pedimos

P € Hk_l(-h,T;Rp). En Sk(-h,b;Rp) definimos la norma

"%%“Hk-l(o’b;np) si k=1,2,...

Hw“sk =

||‘P "LZ(O,b;Rn) S1
Cuando no haya lugar a confusidén, pondremos simplemente S en
vez de S¥(-h,b;R").
2. DESCRIPCION DEL SISTEMA Y PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO.

Nos interesa encontrar aproximaciones discretas al problema (P):
(P) Encontrar un par 6ptimo (X,u), que minimice el funcional

T
J(x,u) = x(T)Cx(T) + I (xQx+uRu)dt
0

sujeto a u € LZ(O,T;RP) y las condiciones

N 0
x(t) ) Aix(t-hi) + j A(8)x(t+6)de+Bu(t), t € (0,T] [2.1]
i J-h

x(t) xo(t) , ch <t <0 ; x(0) = x [2.2]

0
donde N> 0; 0 = hy <h; <...<hyg = h; x(t) € R"; u(t) € R";

nxn

las matrices C € R y Q € R™*™ son simétricas y semidefinidas

positivas; la matriz R € R™*"

es simétrica y definida positiva;
Ai € R*" para i = 0,1,...,N; B € R**™; y por simplicidad,
6 — A(8) € R™™™ es una aplicacién continua para 6 € [-h,0].

Poniendo N 0
Ax = ] A.x(t-h,) + J A(6)x(t+6)de ,
it * -h

observamos que para que el funcional J(x,u) y las ecuaciones
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2.1-2.2 tengan sentido, en general, necesitamos u € L2(0,T;R?),
x-Ax € LZ(O,T;Rn) y x € C(0,T;R") (por lo que x € LZ(O,T;RP)).

Sin embargo, debido a la compacidad del operador A, tenemos el
siguiente resultado:

2.3. TEOREMA. Dados f € Hk(o,T;R“), g € H*(-h,0;R"), k = 0 6 1,
y el valor g(0), con g(0) = 1im g(t) si k = 1, entonces existe
una uUnica X € Hk(—h,T;RP) taETgue
i) x(t) = g(t) para -h <t <0
ii) x-Ax = f en (0,T)
iii) 1lim x(t) = g(0) sz k = 1
tv0

Mds aun X € Hk+l(0,T;RP), y para alguna constante positiva C,

<
Ixhgtl o pypy < cUg@+Ielycp o qn)* gk (o, 1;p0))

(recordar que |g(0)]| < C"gll1 st k=1).

2.4. NOTA.

i) Si bien el resultado del teorema 2.3 es conocido, por com-
pletitud damos una demostracidn de este hecho en el apéndice.

ii) Para obtener mayor regularidad, es decir para k > 1, es ne
cesario establecer condiciones de compatibilidad adicionales

entre A, f y g.

iii) Por el resultado anterior, en el problema P podemos reque
rir solamente u € LZ(O,T;RP), ya que entonces las condiciones
2.1-2.2 garantizan x € L%(0,T;R®) y x € C(0,T;R™).

Una técnica usual para resolver problemas como P es la de in-
troducir multiplicadores de Lagrange para posteriormente resol
ver un problema de puntos de ensilladura, técnica que adopta-
mos. Resulta entonces que si el par 6ptimo para el problema P
es (X,u), existe una funcién n (el multiplicador de Lagrange)
tal que (X,u,n) es un punto de ensilladura para el funcional
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T
xX(T)Cx(T) + J (xQx+uRu-2n(i-Ax-Bu))dt.
0

2.5. NOTA.

Si x, € Hk(-h,O;RP), k=0 6 1, usando el teorema 2.3 con g = X,
y £ = 0, x; puede extenderse a todo el intervalo (-h,T], ob-

k+1
(

teniendo x, € H 0,T;R™), y

Por lo tanto podemos suponer sin pérdida de generalidad que X
estd definida en todo el intervalo (-h,T]. Poniendo

x(t) = xg(t)+y(t), con y(t) = 0 para t < 0, y andlogamente,
x(t) = xy(t)+y(t), tenemos que el punto buscado (y,u,n) con

y € sI(T;R™), u € L2(0,T;R™ y n € L2(0,T;R") debe satisfacer
el sistema de ecuaciones

- T _ T_‘ T
F(T)Cy(T) + jo yQydt - jo T(7-Ay)dt = -x,(T)Cy(T) - jo x,Qrdt

T _ T _
J uRudt - J nBudt = 0

0 0
T . T

J n(y-Ay)dt - J nBudt = 0
0 0

para cualquier terna de funciones y € Sl(—h,T;RP), u € I?(O,Tﬂf%
y n € L2(0,T;R").

El siguiente es un resultado cldsico para el problema P (ver
por ejemplo [4], proposicién 3.3):

2.6. TEOREMA. Si el dato inicial X, € H'(-h,0;R"), con

Xy = l%g x(t), entonces existe un unico par Sptimo (X,u) para
t
el problema P. Este par satisface, para alguna constante posi-

tiva c que no depende de Xy
i) X € B (0,T;R") v IXI, <cIXyl;

ii) o € H1(0,T;R™) y  Iul, < clx i,
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Mds aiin, el multiplicador de Lagrange asociado, n, satisface

iii) 7 e H' (0,T;RY) y Inl; < cIX,l, .

2.7. NOTA.

Asi como en la nota 2.4, observamos que si se pide

X, € Hz(—h,O;Rn), no se obtiene mayor regularidad en X 6 u en
general, puesto que hay que pedir condiciones de compatibili-
dad de las derivadas de Xg Y el operador A.

Nos interesa utilizar los resultados de F.Brezzi sobre puntos
de ensilladura [2], y para ello es conveniente introducir nue-
vas notaciones:

Sean X = Sl(-h,T;Rn), U = LZ(O,T;RF), V = XxU, con norma dada

. por

2 - 2 2 .
IvIG = Iyl + luly , si v = (y,u)
y W= 1L%(0,T;RY).

Introducimos las funcionales:

i) a definida en VxV como
T
av,v') = y(MCy'(M + [ (yay' +urun)dt,
0
siv = (y,u), v' = (y',u")

ii) b definida en VxW por

T
b(v,n) = j n(7-Ay-Bw)dt , siv = (y,u)
0

iii) L definida sobre V por
T
L(v) = -xo(T)Cy(T) - J onydt , siv = (y,u).
0
Con estas notaciones nuestro problema de Punto de Ensilladura
(P.E.) se puede escribir como:

(P.E.) Encontrar Vv € V, € W tales que

a(v,v) + b(v,n) = L(v) para toda v € V
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b(v,n) = 0 para todo n € W,

El siguiente lema es la base para la aplicacién de los resulta-
dos de Brezzi mencionados anteriormente:

2.8. LEMA. Existe una constante k > 0 tal que

i) SZ v € V es tal que b(v,n) = 0 para toda n € W, entonces
| a(v,v) > kivi?

ii) Para toda n € W existe vV € V tal que

b(v,n) = kﬂvﬂvﬂnﬂw.

Demostracidén. i) Si b(v,n) = 0 para todon € W, y v = (x,u),
entonces .

x = Ax + Bu
y por el teorema 2.3 (recordemos que c denota una constante ge-
neral que puede variar en cada ocasién),

Hxﬁo < cIIBuIl0 < cHuHo.

Por 1o tanto
HVHV < cHuHo.

Como C y R son semidefinidas positivas y Q es definida positi-
va, tenemos

2 T T
Hvﬂv <c J uudt <c [x(T)Cx(T) + J (xQx+uRu)dt] = c a(v,v)
0

0

al=

con lo que resulta i) con k =

ii) Dada n € W, sea x solucidén al problema

x-Ax = n ,

y tomemos vV (x,0) € v, entonces

1}

T T
f n(x-Ax)dt = f nndt = Inl > clinl vl
0 0

b(v,n)

pues “V"V = Hi"o < clnl por el teorema 2.3. Q.E.D.

w’

Con el lema 2.8 (y el teorema 2.3) es posible obtener resulta-
dos similares a los del teorema 2.6 usando los resultados de
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Brezzi:

2.9. COROLARIO. Existe una dnica solueidén (X,u,n) = (V,w) € VxW
al problema P.E.

3. APROXIMACIONES DISCRETAS

Pasamos ahora a las aproximaciones discretas. Con el significa
do introducido en la seccidn anterior para los espacios V y W,
supongamos que para 8§ > 0, Vg = XyxUs y Wg son subespacios de
dimensidén finita de V y W respectivamente, tales que

i) dim Xg = dim Wy, y si x € Xg entonces X € Ws.

ii) Si pd, p(S y p5 indican las proyecciones de X, Uy W en X,
X U W §

U6 y “% respectivamente, entonces

lim pi(x) = x, lim pg(u) =u y lim pg(w) = w
§+0 §-+0 §-+0

para cualquier x € X, u € U, w € W (donde los limites de-
ben entenderse en los correspondientes espacios).

La versidén discreta del problema de ensilladura (P.E.D.) pue-
de plantearse ahora como

(P.E.D.) Encontrar Vd € Vs, ﬁd € W, tales que

a(VG,v) + b(v,ﬁa) = L(v) para toda v € V; [3.11]

b(Vd,n) =0 para toda n € W [3.2]1.
Observemos que 3.2 es equivalente a

T .
JO n(xd-Axé-Bué)dt = 0 para toda n € Ws

lo que a su vez puede reescribirse como
P (X s AXs-Bl,) = 0.

Nos planteamos entonces el siguiente Problema Discreto Auxiliar
(P.D.A.):
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(P.D.A.) Dada us € UG encontrar X, € XG tal que
PO (%g-Axs-Bug) = 0 [3.3]
Por conveniencia, denotamos por D el operador DG: Xg — W de

finido por
= 9%
Dx = 2

y por i: X5 — X la inclusidn. El siguiente resultado es de
sencilla demostracién:

3.4. LEMA. El problema P.D.A. tiene solucidén unica si el ope-
rador
_ 8,
MG = D6 pWAl
es inversible. En este caso tenemos
X <
Ixgll g < cgllBuglly < cgllugl,.
Damos ahora condiciones suficientes para poder utilizar los re

sultados de Brezzi para las aproximaciones discretas a proble-
mas de puntos de ensilladura:

3.5. LEMA. Con las notaciones anteriores, si el Problema Dis-
creto Auxiliar (P.D.A.) tiene uUnica solucidn entonces las hi-

pbtesis de Brezzi se verifican:
i) s v € Vs satisface b(v,n)_= 0 para todo n € Wg, entonces

2
a(v,v) = CGNV”V

ii) Para cada n € Wg existe v € Vg, vV # 0 tal que

b(v,n) > CGNV"V"n"w.
Demostracién. Veamos que se verifica i). Si v = (x,u) € Vg5 ve-
rifica b(v,n) = 0 para todo n € W%, entonces v satisface 3.3 y

A 2 2
“X"O < CGIIBuII0 < CG”uHO

por lo que _
2 2 2 2
vilg = lixlig + llullg < (cg+M)llully

Usando que R es definida positiva y que C y Q son semidefini-v
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das positivas, resulta

a(v,v) = c"ud HvH

1+c
lo que prueba i).

Pasemos ahora a ii). Sea n € Wss ¥ usando el lema anterior, to-
memos v = (x,0) € Vg donde x € Xs es la solucidn de

6 -
pw(XG_AXG-n)
Entonces, como antes,
vl = Ixlly < cglinly,
Y T

-1 i 2 _ : = W .
czHIvilimll, < limily JO (x-Ax)ndt = b(v,n)

Q.E.D.

Del resultado anterior, usando la teoria de Brezzi obtenemos:

3.6. TEOREMA. Sz el Problema Discreto Auxiliar (P.D.A.) tiene
unica solucidén entonces el Problema de Ensilladura Discreto

(P.E.D.) tiene una unica solucidn y
"u'u6"0 + "n-n6H0+ Hx-x6”1 <
< célmf lla- uII0 + inf lIn- nlly + inf [1x-xl -

UEUG T]E s xeX o)

4. EJEMPLO DE FAMILIAS DE ELEMENTOS FINITOS MIXTOS

En esta seccifén damos un ejemplo sencillo de familias que sa-
tisfacen las condiciones de los resultados 3.4-3.6.

Empecemos por considerar como hipdtesis:

‘4,1. HIPOTESIS. Suponemos que 0

= <t, < .'<tN=T,y
definimos
I. = (t,_,»t.) 53 8. = |t. -t.] ; 8§ = max 3,
h| j-1’73 h| j-1 3" 2 1<j<N 3

4.2. HIPOTESIS. Consideramos el espacio X(S formado por las
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funciones x tales que la restriccidn de x a cada Ij es lineal.

Como queremos, de alguna manera, que X € Ws (pensar la ecuacibn
3.3 en el caso en que A sea nulo, recordando que A es compacto
y por lo tanto puede ser mirado como s6lo una perturbacién),
parece natural tomar entonces

4.3. HIPOTESIS. Consideramos el espacio Wg formado por los ele
" mentos n € Wtales que la restriccién de n a cada Ij es cons-
tante. (Observar que no pedimos que n sea continua).

De la misma manera, como queremos que bidsicamente B: UG — “%,
es razonable pedir:

4.4. HIPOTESIS. Consideramos el espacio Ug de funciones u que

son constantes sobre cada Ij.

Bajo las condiciones 4.1-4.4, y para poder aplicar el lema 3.4
de modo que el operador Mg sea inversible, tenemos que dar con

diciones sobre el tamafio de §:

4.5. PROPOSICION. Con las hipdétesis anteriores, si & > 0 es su
ficientemente pequeio de modo tal que § < hl’ y 1 no es auto-

valor de ninguna de las matrices

: 0 (aj+e)2 _
'z‘ GJAO + J_GA(Q) Tde y ) = 1,...,N
J

entonces el operador MG del lema 3.4 es inversible.

Demostracién. Por las hipdtesis dadas sobre X6 y “%, tenemos
8 s gun 2 8
pw(x-Ax) = X - prx

Yy por lo tanto debemos ver que la ecuacién

X = poAx [4. 6]

tiene como Gnica solucién la funcidén x(t) = 0.

Supongamos entonces que X es solucién de 4.6 y x(t) # 0. Sea
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K = inf{t: x(t) # 0}.

Como x € X5, x debe ser continua y por las hipdtesis hechas so-
bre X5, K = tj_) para algn j = 1,...,N. Ademds, x(t) = 0 para
t <tj_;, .
que para tj—l <t <tj, x(t)

y existe alglin vector constante o € R*, a # 0, tal
ay

a(t-tj_l).

x(t)

Por lo tanto, por 4.6 y como dj <6 <h;, para ti <t < tj

debe ser

0
- .6
o = py [Aoa(t-tj_l) + J_hA(B)a(t—tj_l)XIj(t+6)d6]

donde XI denota la funcién caracteristica del intervalo I.

Observamos ahora que pg aplicado a una funcidén da el promedio

de esa funcidén sobre cada intervalo Ij’ de modo que
: 0 (6.+8)2
a = [ 8.A +] A(8) —L—— de] a
2 °j°0 -8 28.
. J
Por lo que a es un autovector con correspondiente autovalor 1,
lo que contradice la hip6tesis. Q.E.D.

4,.6. NOTA. Las hipdtesis de la proposicibén anterior son verifi-
cadas si por ejemplo § < h1 y

0
7 STIAN + [ IA(e)Ndt] < 1
-8

para alguna norma | | en RRXR,

4.7. PROPOSICION. Bajo las hipétesis 4.1-4.4, sz
;0 € Hl(-h,O;RP) y § > 0 es suficientemente pequetio, el Proble-

ma de Ensilladura Discreto (P.E.D.) tiene una dnica solucidén y

llu-udllo + Hn-néﬂo + llx-xall1 < CG"XOHI-

Demostracidén. Por la nota 2.5, EO € Hl(-h,O;RP) se puede exten-
der a H;(-h,T;RP), y el resultado 4.7 resulta del teorema 3.6
y las estimaciones usuales de error para elementos finitos si
podemos demostrar que la constante Os del teorema 3.6 no tiene
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un limite infinito cuando § - 0, lo que serd cierto si la norma
del inverso del operador Mg del lema 3.4 permanece acotada le-
jos de 0 e infinito.

Para ello supongamos que x € Xg Yy

£ = pO(x-Ax) = x-pSAx = x-Ax + (1-pS)Ax

donde I es la aplicacidén identidad.

Dado que los coeficientes del operador A no dependen de t, A y

pg conmutan y tenemos

x-Ax = f - A(I-pS)x

y por lo tanto, por el teorema 2.3,

. 8

HxHO <c [HfHo + HA(I—pw)xHO]
Por las estimaciones usuales del error, para y € H1 vale
$ . . ‘

II(I-pw)yll0 < c6HyHo

y por -1lo tanto
HxHO < chHO + cGHxHO

Si & es suficientemente pequefio resulta entonces

%I, < £l -

<
(1-c8)
Q.E.D.

Técnicas similares pueden utilizarse para elementos finitos cu-
yas restricciones a los intervalos Ij sean polinomios de mayor
orden. Sin embargo, debido a la falta de regularidad de las so
luciones (ver las notas 2.4 y 2.7), a priori no se mejoran las
cotas de error si el dato inicial xy no satisface ciertas con-
diciones especiales.

5. UN EJEMPLO NUMERICO

Presentamos aqui el siguiente ejemplo citado por Kappel y Sala-
mon [4]:

Encontrar el minimo de
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2
x(2)x(2) + j u udt
0

sujeto a las condiciones

x(t) = Ax(t-1)+u(t)
donde

x(t) 1 para t <0.

La solucibn analitica de este problema €s x = (xl,xz) ,
u = (u;,u,) dadas por

u+6(1-t) para 0 <t <1
u, (t) =
i para 1 <t <2
uz(t) = § para 0 <t <2
1+ut -2 @-n?+$ para 0 <t <1
x,(t) = 8 ‘
1+ut+i para 1 €t <2
1 + (1+8)t para 0 <t <1

t) =
2 ® 2+ 38+ D1 + ue-n? - §(t-2)® para 1<t <2

siendo el valor 6ptimo del funcional

3u2 + ué + 562
‘donde
34 22
6 = -— = e——
yoRT g
En este ejemplo tenemos n=m=2, N=1, y puesto que B y R son 1la

identidad, resulta u=m.

A diferencia de la teoria presentada, en la prictica el dato
inicial fo se extiende como 0 en (0,2) y se incorpora esta va-
riante en las ecuaciones a resolver. Es decir, si la funcién x
discreta se representa como

x(t) = ] x;0,(t)
1
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siendo ¢4 las funciones base, entonces x(t) es una aproximacidn
de x5(t) para t < 0 y los valores de los coeficientes x; son
incégnitas s6lo cuando ¢; tiene el soporte contenido en (0,T].

Realizamos el ejemplo numérico utilizando primeramente funcio-
nes lineales a trozos (continuas) para x, y constantes a trozos
para u, dividiendo el intervalo [0,2] en 8 subintervalos igua-
les (At = 0.25), usando precisidén simple. Resumimos los resulta

dos en la tabla 5.1.

Como puede observarse, en este caso la aproximacidén a u coinci-
de prédcticamente con su proyeccién en L2, siendo los errores re
lativos para las aproximaciones menores que 0.17x1072,

Luego hicimos la aproximacién utilizando funciones cuadrdticas
a trozos (continuas) para x y lineales a trozos (no necesaria-
mente continuas) para u. En este caso dividimos el intervalo
[0,2] en 4 partes iguales (At = 0.5) a fin de obtener resulta-
dos comparables con los anteriores (las matrices a invertir son
del mismo tamafio), usando también precisibén simple. La aproxi-
macidén coincide pricticamente con la solucidén analitica, lo que
es de esperar puesto que &sta es casi cuadrdtica a trozos. Los
resultados estdn en la tabla 5.2, donde hemos denotado por u*

y u” los limites a izquierda y derecha, respectivamente, de la
funcién u en los nodos correspondientes. El mdximo error rela-
tivo no supera 1.59x107 (obteniéndose en xl(Z)). Recordamos
que estamos trabajando con precisidén simple tanto en la evalua
cidén de las funciones como en la inversién de las matrices, por
lo que los errores relativos estédn dentro del orden sugerido

por el "epsilon de maquina" (5.96x10"8).
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Intervalo u, discreta v analitica

(promedio en el intervalo)

0.00-0.25 -0.9518 -0.9508
0.25-0.50 -0.7335 -0.7329
0.50-0.75 -0.5152 -0.5149
0.75-1.00 -0.2969 -0.2970
1.00-1.25 -0.1878 -0.1880
1.25-1.50 -0.1878 ~-0,1880
1.50-1.75 -0.1878 -0.1880
1.75-2.00 -0.1878 -0.1880
Intervalo u, discreta u, analitica
(promedio en el intervalo) |
todos -0.8732 -0.8718
Nodo X discreta X, analitica
0.25 0.7620 0.7622
0.50 0.5786 0.5790
0.75 0.4498 0.4503
1.00 0.3756 0.3760
1.25 0.3286 0.3291
1.50 0.2817 0.2821
1.75 0.2347 0.2350
2.00 0.1878 0.1880
Nodo X,y discreta %, analitica
0.25 1.0317 1.0321
0.50 1.0634 1.0641
0.75 1.0951 1.0961
1.00 1.1268 1.1282
1.25 1.1288 1.1294
1.50 1.0780 1.0778
1.75 ~0.9833 0.9876
2.00 0.8732 0.8718

Tabla 5.1
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+ ..
u, discreta

1 A
u” analitica

Nodo uy discreta 1
0.00 kkkkk -1.0598290 -1.0598291
0.50 -0.62393159 -0.62393159 -0.62393165
1.00 -0.18803418 -0.18803418 -0.18803419
1.50 -0.18803418 -0.18803418 -0.18803419
2.00 -0.18803418 kkkkk -0.18803419
Nodo u; discreta u; discreta u, analitica
0.00 kkkkk -0.87179482 -0.87179488
0.50 -0.87179482 -0.87179482 -0.871794988
1.00 -0.87179482 -0.87179482 -0.871794988
1.50 -0.87179482 -0.87179482 -0.871794988
2.00 -0.87179482 kkkkk -0.871794988

Nodo X discreta X analitica

0.25 0.76228637 0.76228637

0.50 0.57905984 0.57905990

0.75 0.45032054 0.45032051

1.00 0.37606835 0.37606838

1.25 0.32905984 0.32905981

1.50 0.28205127 0.28205130

1.75 0.23504275 0.23504272

2.00 0.18803418 0.18803421

Nodo X,y discreta x, analitica

0.25 1.0320513 1.0320513

0.50 1.0641025 1.0641025

0.75 1.0961539 1.0961539

1.00 1.1282052 1.1282052

1.25 1.1294072 1.1294070

1.50 1,0779915 1.0779915

1.75 0.98758018 0.98758018

2.00 0.87179494 0.87179482

Tabla 5.2
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APENDICE

Nuestro propdsito en este apartado es describir una serie de
resultados que nos conducirdn finalmente a la demostracidn del
teorema 2.3, cuyo enunciado repetimos:

TEOREMA. S¢ k= 06 1, dados £ € H(0,T;R*), g € HX(-h,0;R™), y
el valor g(0) € R, con g(0) = l%g g(t) s2 k = 1, existe una
dnica x € HX(-h,T;R®) tal que ¢

i) x(t) = g(t) para ~-h <t <0

ii) x - Ax = £ en (0,T)

iii) lim x(t) = g(0) si k = 1
t+0

Mds atin X € Hk+1

(0,T;R™), y para alguna constante positiva c,

Para k = 0,1,2, sea sk e1 espacio de funciones ¢ tales que
¢(t) = 0 para t < 0, ¢ € Hk(O,T;RP), y si k > 0, también pedi-
mos ¢ € Hk“l(—h,T;Rn). En S¥X definimos la norma

de
152

- ' = 1,2
tig-lco,T;RY) St K ’

lellg =
”¢" LZ(O,T;Rn) S1

Cuando k = 0 6 k = 1, podemos identificar al espacio
Hk(O,T;RP) con el espacio Sk, simplemente extendiendo las fun-
ciones como 0 para t < 0. Denotaremos por I: sk — Hk(O,T;Rn)
a esta identificacién.

Nos interesa estudiar primeramente el problema de encontrar,
dada ¢ € Hk(O,T;RP), k=06 k=1, una funcién x € Sk*1 tal
que

X - Ax = ¢

Para ello consideremos el operador lineal A definido por

t
Ap (1) = j ¢ (s) ds
-h
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por lo que, cuando ¢ € Sk,

t
Ap(t) = ]0 0 (s) ds

Sk+1

Nos interesa pensar A: sk cuando k = 0 6 k = 1, resul-

tando en este caso A continuo con inversa continua dada por

1 _ dy

A (v) = ¢ = ac

Recordemos que el operador A estd definido por

: N 0
Ax = ] A;x(t-h;) + I A(8)x(t+6)de
i -h

1

Miramos, por ahora, al operador A como de Sk+1 en Hk(O,T;Rn),
resultando en este caso ser compacto, puesto que el operador

A: skl Hk+1(0,T;Rn) es continuo y la inclusién de

Hk+1(0,T;RP) en Hk(O,T;Rn) es compacta. (Acd estamos tomando

k=06 k=1).

Entonces, cuando k = 0 6 k = 1, el operador AA:Sk — Hk(O,T;RP)

resulta ser compacto (aqui pensamos A: Sk — Sk+1 ,

A: sk¥l Hk(O,T;RP)), y podemos aplicar la alternativa de

Fredholm al operador I-AA de sk en Hk(O,T;RP),‘para obtener
que I-AA es inversible continuamente si y s6lo si es inyectivo.

Quizis sea conveniente pensar que al considerar I-AA, estamos
tomando para ¢ € sk 1as operaciones

¢ — x = Ap — x-Ax = (I-AA)y
Ahora, el operador I-AA es inyectivo, puesto que si (I-AA)¥ =0,
entonces tomando x = Ay, resulta
X = Ax .para t >0

y x(t) = 0 para t < 0. Puesto que x es continuo en [-h,T] y
diferenciable en (0,T), podemos aplicar la teoria cldsica para
concluir que x(t) = 0 para todo t (Ver e.g. [3, cap.2]).

Resumiendo los resultados que acabamos de ver, podemos decir
que dada ¢ € Hk(O,T;RP), k=006 k=1, existe una Gnica solu-
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cién al problema
I-AMY¥ = ¢ , Ve sk

y, mds alin, esta solucidén satisface
v < ) .
I I%k C"¢"Hk(O,T;RF)

Definiendo entonces

x(t) = A¥(t) = j; ¥(s) ds

resulta que dada ¢ € Hk(O,T;RP), k=06 k=1, existe una fni-
ca solucién al problema
X - Ax = ¢

k+1

con x €8 , ¥ se satisface

Pasemos ahora a resolver el problema general: Si k = 06 k = 1,
y dadas £ € H¥(0,T;R®), g € H*(-h,0;R"), el valor g(0) € R" ,
con g(0) = 1im g(t) si k = 1, encontrar x € Hk(-h,T;RP) tal que
tto .
i) x(t) = g(t) para -h <t <0
ii) x - Ax = f en (0,T)

iii) 1im x(t) = g(0) si k = 1.
ty0

Observamos primeramente que si x € Hk(—h,T;RP), y vale ii), en-

k+1

tonces x € H*" " (0,T;R™).

Por otra parte, dada g € Hk(-h,O;RP), con k=06 k=1, y el

valor g(0) € R™, con g(0) = I%m g(t) si k = 1, definimos 1la
tto
funcién

_ g(t) si -h<t<oO
g(t) = _
g(0) si t>0.

Es claro que la funcién g € HX(-h,T;R®) n H**!(0,T;R"), ain
cuando k = 1, puesto que en este caso la funcidn g es continua
en t = 0 por las hipbétesis dadas, y tendremos, para alguna cons

b A
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tante c dependiente de T,

gl gl < :
Vel gin,rsey * WBIgert o, mypn) < © L8 (O Nelgkp 0,57

Observamos también que Ag € Hk(O,T;RP). Podemos replantear el
problema de encontrar x poniendo x = y+g, y resolver ahora el

problema de encontrar y € skt ta1 que

y - Ay = Ag + £ en (0,T)
Poniendo ¢ = Ag+f, vemos que ¢ € Hk(O,T;RP), por lo que efecti-
vamente podemos aplicar lo anteriormente visto para encontrar

y, con lo que demostramos la existencia. La unicidad sale del
hecho que si g = 0y £f = 0, entonces estamos también en el ca-

. . - . +1 .
so anterior cuando consideribamos soluciones x € S¥ . Final-
mente, para obtener la acotacién en norma de x, observamos que

Ixllgrrt o, r;my = 1xM2 0, 7;pny * Xl (o, 155m)

Como x = y+g(0) para t > 0, para alguna constante c dependien-
te de T resulta '

< |y Cc
Y, puesto que Yy €S 1,

Ixlgi o p;qm) = 1Y gkco, 1;qn) = Mgkl

Ahora, por la desigualdad de Poincaré,
<
"y”LZ(O,T;RP) HyHSk+1

y por lo tanto

Ixil 2 7.gny < Iyligier + c|g(0)]

Sabemos que

IVlgier < Uollgucg p.gny = IAB+El ey popny <

< A8l co,r;r7) * 1Elgk(o, ;8%
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+ | £l <

< lelgkeo, ;) H%(0,T;R")

< c[lg(0)|+HgHHk(4L0;Rp) + "f"Hk(O,T;RP)]

de donde se deduce la acotacidén deseada. .
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