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SOBRE ESPACIOS DE SOBOLEV ANISOTROPOS CON VALORES VECTORIALES

(*)

MARIA JESUS PLANELLS

ABSTRACT. Let 2 be an open subset of R®, E an (LF)-space and
W a finite nonempty subset of N" such that if (uj) € W then
(Bj) € W whenever 0 < Bj < 03
we study some locally convex properties of the vector-valued
anisotropic Sobolev spaces LS(Q,E): = {f € LP(Q,E): D%f €

€ LP(Q,E) for o € W}, 1 <p < =,

for j = 1,...,n. In this paper

Los espacios vectoriales que utilizaremos estdn definidos so-
bre el cuerpo C de los nimeros complejos. La palabra espacio
significard espacio vectorial topol6gico localmente convexo Yy
Hausdorff. Si E es un espacio denotamos por sc(E) el conjunto
de todas las seminormas continuas sobre E. Si E y F son dos es
pacios E®;F y E ®& F denotan E ®F dotado de la topologia pro-
yectiva e inyectiva respectivamente. Si los espacios E y F son
topoldégicamente isomorfos escribimos E =~ F. Si A es un conjun-
to no vacio, EX denota el producto topoldgico de A copias del
espacio E. N denotard el conjunto de los enteros no negativos

y ﬂz el espacio de Hilbert de las sucesiones de nGimeros com-
Plejos de cuadrado sumable. cardA es el cardinal del conjunto A.

Si E es un espacio casi-completo y © es un abierto de R",
D(R,E) serda el espacio de las funciones indefinidamente dife-

* Subvencionado parcialmente por la CAICYT, Proyecto PB85-0341l.
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renciables sobre Q con valores en E que tienen soporte compac-
to (D(Q,E) se considera provisto de su topologia limite induc-
tivo habitual). Como es usual, cuando E = C, escribimos D(Q).

Si E es un espacio denotamos por D'(Q,E) el espacio de las dis

tribuciones sobre Q con valores en E equipado de la topologia
de la convergencia uniforme sobre los acotados de D(Q) (ver
[151).

Si E es un (LF)-estricto (trabajamos en esta clase de espacios
por cuestiones de medibilidad), Q@ un abierto de R® y p € [1,«],

LP?(Q,E) denota el conjunto de todas las funciones (clases de
funciones equivalentes) medibles Bochner de Q@ en E, f, tales

que Hpr = (JQ IIf(x)dex)I/p < o (cuando p = » se debe tener
£l = sup es If(x)lI <) para cada Il.I € .sc(E). Provisto de
xeN

la topologia generada por la familia de seminormas

{H.Hp : .l € sc(E)}, Lp(Q,E) llega a ser un espacio sucesio-

nalmente completo (ver [7],p.122). Ademds la aplicacién

LP(R,E) —— D' (R,E)

f o> {§ ---> jg¢(x)f(x)dx}

estd bien definida y es lineal, inyectiva y continua. Por con-
siguiente, las funciones de LP(Q,E) admiten derivadas distri-
bucionales de cualquier orden. (Ver [6] y [7] para la teoria
de integracidn de funciones con valores vectoriales y [15],
[16] para la teoria de distribuciones con valores vectoriales).

Si W es un subconjunto finito no vacio de N" tal que si

(aj) € W entonces (Bj) € W cuando 0 < Bj <aj para j =1,...,n,
el espacio de Sobolev (anisdétropo) sobre @ con valores en E
(de tipo p,W) es el subespacio lineal de LP(Q,E)

LS(Q,E): = {f € LP(Q,E) : D*f € LP(Q,E) para o € W}.

Consideramos sobre LS(Q,E) la topologia generada por la fami-

lia de seminormas {II.IIp w i Il € sc(E)} donde



75

gl .= (3 Np%£IB)t/ cuando p <
P> AEW P

1€l = mdx sup es IDY£f(x)II cuando p = .
P aeW xef

(Ver [12],[13] y [17] para un andlisis de los espacios de So-
bolev anisétropos escalares. En [11] se demuestra que L} (R",E)
tiene la propiedad de aproximacidén cuando p < » y E es un es-
pacio de Fréchet que posee dicha propiedad).

El prop6sito del presente articulo es establecer algunas pro-
piedades localmente convexas de los espacios de Sobolev anisé-
tropos vectoriales LS(Q,E) partiendo de las correspondientes
propiedades del espacio E.

Omitimos la prueba del siguiente sencillo, pero Gtil, resultado.

TEOREMA 1. Sea Q un abierto de R®, E un (LF)-estricto, W un
subconjunto finito no vacio de N" tal que si (aj) € W entonces

(Bj) € W cuando 0 < B <oy para j = 1,...,n, y p € [1,x].

Entonces

1. LS(Q,E) es topoldbgicamente isomorfo a un éubespacio cerrado
de (LP(a,E))c2rdV,

2. E es topoldgicamente isomorfo a un subespacio completo de
LS(Q,E) y Lg(n) es topoldgicamente isomorfo a un subespacio
complementado de Lg(Q,E).

3. S7 E es topoldgicamente isomorfo a un subespacio (comple-
mentado) de un (LF)-estricto F entonces LS(Q,E) es topolbgica-

mente isomorfo a un subespacio (complementado) de LS(Q,F).

NOTA. LS(Q,E) es un espacio de distribuciones sobre Q2 con va-
lores en E. En [11] se demuestra, suponiendo 2 = R*, 1 <p<w
y E un espacio de Fréchet, que L&(Q,E) tiene las propiedades
de aproximacifén por truncamiento y por regularizacién (véase

Schwartz [15], pp.7 y 8) y que D(Q,E) es denso en LS(Q,E).
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Por consiguiente, en este caso, Lg(Q,E) es un espacio normal

de distribuciones vectoriales.

COROLARIO. Sean Q,E,W y p como en el teorema. Entonces el es-

pacio LS(Q,E) es sucesionalmente completo si 1 < p < », es com-
pleto si p = 1 y es de Banach (resp. Fréchet) si E es un Ba-
. nach (resp. Fréchet).

PRUEBA. Es consecuencia de las correspondientes propiedades
del espacio LP(Q,E) (véase [7], pp.119-122) y del teorema ante-
rior. c.q.d.

TEOREMA 2. Sean Q,E,W y p como en el teorema 1. Entonces la to-
pologfa que induce LS(Q,E) sobre LS(Q)G E estd intercalada en-

tre la topologia € de la convergencia biequicontinua y la to-

pologfa proyectiva .

PRUEBA. Para cada f € LP(Q) y cada e € E denotamos por Q(f,e)
el elemento de LP(Q,E) definido por la funcién x + f(x)e. Pro-

bemos que Q(f,e) € LS(Q,E) si f € LS(Q): Si o € W\{0} se tiene

<4,0%Q(£,e)> = (-1) 1%l<p%,qcE,0)> = (-U""’j 1% GIE () e dx =
Q

(-1)|°‘|JQD°‘¢(x)f(x)dx.e = Jﬂcb(x)Daf(x)dx.e

J ¢ (x)D*f(x)edx = <¢,Q(D*f,e)> para ¢ € D(Q)
Q

por lo que DaQ(f,e) = Q(Daf,e) € LP(Q,E). Consiguientemente

Q(f,e) € LS(Q,E) y Q es una aplicacién bilineal de Lg(n)x E en
LS(Q,E). Sea q: LS(Q)@IE > Lﬁ(n) la aplicacidén lineal asociada
a Q. Evidentemente q es inyectiva. Veamos que es continua cuan

do dotamos a L3(9)<8E de la m-topologia: Supongamos p < « y
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m

sea p' el exponente conjugado de p. Si ¢ = } fi ®e; es un ele-
1

mento de L&(Q) ®E y .l € sc(E) tenemos

ha(el, o= (] j uz D%, ;e ude)l/P <(7J J (§|D“f.@q| .
’ Q Q1 +

OEW OEW

e < (3 (zuD“fn

oeEW

Payyl/ T p® P
degl)Pax) P = (] 1L 1D%E; (e lipe

p .
aEW L@

@)

py1/p = o
dle. H) ) < ugw % e, HHD f. HLp(Q) % (agw ID™f. HLp“D)NeII

, m
< 2(cardW—l)/P Z ( z ID%f . "p

_ '
1/p”ei" - 2(cardw 1)/p
1 oaeW

P(Q))

m
LIEILR gyl

Como esto es cierto para cada representacién de z, obtenemos

la), < 25 DIPT e gy o1 1 ().

Esta desigualdad también es vdlida en el caso p = ». Por lo
tanto, q es una aplicacién de LS(Q) e E en LS(Q,E) continua.
A continuaci6én demostraremos que q_1 es una aplicacidén conti-
nua de q(Lg(E)(&E), equipado de la topologia inducida por
LS(Q,E), sobre LS(E) ®. E. Serd suficiente comprobar que, para

cada ||.Il € sc(E), se verifica la desigualdad

"'"Lg(g) ec .1 (2) < (cardW)l/p'Mq(c)up’w, ¢ € LP(a) o E.

Fijada una seminorma |.ll en sc(E) pongamos U = bola unidad de
LS(Q) y V= {e € E: llel <1}. Supongamos primero 1 < p < . Si
m

T =) fi® e, € LS(Q) ® E se tiene, por definicidn, que
1

m
.l p l.I(z) = sup sup |} <f.,0><e_,e'>]|.
Ly o - BeU® e'ev® 1 . i
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Sea 6 un elemento de U°. Razonando como en [1]1, pp.47-49, ha-

' rdw
llamos un elemento (ga) € (Lp (Q))Ca tal que, para todo

f € LS(E), se verifica

<f,0> = J J ga(x)Daf(x)dx
aeW ‘8

y tal que
(I Ngglfet g/ = uel

QGEW

(Lp@)"

Esta representacidén de 6 y la desigualdad de Holder dan lugar a

m m
sup |} <f.,e><e.,e'>| = sup |Z ) <e. PR J ga(x)Dafi(x)dxl <
e'eve 1 1 1 e'ev® aEW Q

m m
<swp ]| 1g,0l1<] P 00t lax < T [ 1g, (I D (e flax <
e'e V° aeW ‘Q 1 oeW ‘Q 1

<a§w gl 1P’ @y J uz D*f, ;(Xe, ||1’dx)”p < ( Z Ig ||Lp @) L/p'!

B fﬂ 1] 0%, e P /P < ( § JQ H D%, (x)e,IPax) /P = oo, ;-

aeW 1 aeW 1

De aqui se obtiene (al variar 6 en U°)
H.HLS(Q) el (g) < Hq(C)Hp’w.

En el caso p = 1 se razona de la misma forma (teniendo en cuen

= llell

ta que ahora max lig|

).) y también se obtiene
aeW

L”(2) (L (@)

1L egy Sl (2) <Nately y.

El case p = » es un poco mds complicado. Tomemos nuevamente un

elemento 6 € U°. Si se considera en (Lm(Q))cardw la norﬁa

_ . . L o cardW
H(fa)ﬂ = 223 "fa"L Q) la aplicacién Z: LW(Q) — (L (R))
definida por Z(f) = (Daf)a conserva las normas. Podemos encon-

trar entonces, aplicando el teorema de Hahn-Banach, una forma
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cardW

lineal y continua £ sobre (L7(2)) de manera que su norma

coincida con 6]l y que <f,8> = <(D*f),£> para todo

(L ()"
f e L;(Q). Entonces las aplicaciones § Oja (para cada o € W

j, es la correspondiente inyeccidn de L7(Q) en (L”(Q))cardw)

estidn en (Lw(Q))' y verifican que [ £ o j < 1. En virtud

ol (1))

del teorema de Gel'fand-Stone (ver, por ejemplo, [5],p.445)
existe un espacio topoldgico compacto T y una isometria u de
L”(Q) sobre el espacio de Banach C(T) (espacio de las funcio-
nes complejas continuas sobre T con la norma sup). Si utiliza-
mos ahora el teorema de representacién de Riesz hallamos medi-
das de Borel complejas regulares sobre T u,, o € W, tales

que para todo f € L°(Q) se verifica

<f,t oja> = J u(f)dua
T

y tales que su variacidn total es < 1. Obtenemos asi una repre
sentacidn de 6

<f,8> = <(D*f),&> = | <D*,£0j > = ZJU(Daf)dU , £ EL@.
OEW o oeW’ T @

m
Sea entonces ¢ = ) fi ®e, un elemento de LW?Q) ®E. Si e' € V°
1

tenemos

m m
' - ' o =
11 <egonceg,enn] = [T cepet> || wte

m m
= | ) f <y u(d%f.)e.,e'>dn | < )} f |<] u(D%f.)e.,e">|d|u | <
aEW ‘T 1 1t o aewW ‘T 1 ot o

oo

m a . m a %
< J fTu% w(%e e ldalug| < T max 1] Gt (eeyl <

AEW oW
T a
< ] supes ] D £f.(x)e;l <cardWw . Iq(2l, .
0EW x€eR 1 ’

(en el paso * hemos utilizado el teorema de los bipolares y el
caridcter isométrico de u). Variando e' en V° y 6 en U° llega-
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mos a la desigualdad

. .l (z) < cardw . HQ(C)HM’W.

[e] ®€
Ly (@)
Esto completa la demostracién del teorema. c.q.d.

COROLARIO. Sean Q,E,W y p como en el teorema 1. Si ademds E
es nuclear, se tiene

1. LS(Q) Q;E,es un subespacio de LSCQ,E) sip=10536si1<pxge~
y E es un espacio de Fréchet.

2. Supongamos que £ = R%. Si 1 <p <o y E es un espacio de
Fréchet 6 si p = 1 y W es un intervalo (es decir, existe un

(sj) de N™ tal que W = {(aj) eN':0 < a; < ey para j=1,...,n}

6 si p =, Wes un intervalo y E es un espacio de Fréchet, en

tonces LS(RH,E) contiene una copia de Lp(0,1) QEIL

PRUEBA. El1 punto 1 se sigue directamente de la nuclearidad de
E, de la completitud de LS(Q,E) y del teorema 2. El punto 2 se

sigue de 1 y de los teoremas B y C de [13]. <c.q.d.

TEOREMA 3. 1. Sea Q un abierto de R©, (Ei):=l una sucesibn de
espacios de Fréchet, W un subconjunto finito no vacto de N
tal que st (aj) € W entonces (Bj) € W cuando 0 < Bj < aj para

j=1,2,...,n, y p € [1,o]. Entonces se tiene
p 1 ~ 1 1P
L, M E) = I LY(9,E,).

2. Sea Q un abierto de R™, E un Fréchet nuclear y W como en el
punto 1. Entonces Lé(Q,E) es topolégicamente isomorfo a un sub

espacio cerrado de (KZ)N pero, en general, L;(Q,E) no es topo-

légicamente isomorfo a (ZZ)N y tampoco es topolégicamente iso-
, 2N
morfo a un subespacio complementado de (£7) .
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3. 52 E es un espacio topoldgicamente isomorfo a cN y Wes co-

mo en el punto 1, se tiene

(LP0, 1Y 572 1<p <w,

R

(i)  Lp(R™,E)

R

(ii) L;(R“,E) (LE0,1)Y 52 y s6lo si W es un intervalo,

(L°°(0,1))N st y sblo si W es un <ntervalo.

R

(iii) L;(R“,E)

[oo]

PRUEBA. 1. Pongamos E = 191 E; y para cada i sea pr; la proyec-

cién de E sobre E;. Es fdcil comprobar que la aplicacidn

R T 1P
J: LW(Q,E) _— igl Lw(Q,Ei)

estd bien definida y es lineal, inyectiva y continua. Demostre

mos que es sobreyectiva. Si para cada i (Il.l..)

oo
. €S una suce
ij’j=1 -

sidén creciente de seminormas que definen la topologia de E; en
tonces las seminormas

© N
(e 4y = _E_ lleillij , N=1,2,...,
i,j=1

generan la topologia de E. Sea (fi):=1 un elemento de
o p _ © .
igl LW(Q,Ei). Pongamos f(x) = (fi(x))i=1 para x € Q. Veamos

que f define un elemento de LS(Q,E). Si z € E' existen ([8],

P-284) un entero positivo k y elementos z; € Ei, i=1,2,...,k,
k oo
de maneri que <(e;);,z> = i£1<ei,zi> , (e;)] € E, por ello
zof = Z z e fi y z o f es medible; ademds, si para i = 1,2,...,
i=1

Ai es un subconjunto de @ de medida cero tal que fi(Q\Ai) es
V (o]
deparable entonces f(Q\ &JAi)es separable. Aplicando entonces

el teorema de medibilidad de Pettis f resulta ser medible.
Como

N
([ I£x)IPdx) /P < ) (J £, NP, a)l/?P <o, N=1,2,...,
Q N i,j=1 /g 1 71
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f estd en LP(Q,E) (si P = » se hacen las modificaciones usua-
les). Pongamos ahora, para o € W,

g, (x) = 0%, N, , xe€Eq;
segln lo que acabamos de ver cada g, € LP(q,E) y como

4.8, = | 408, 0ax = ([ s’ a0, -

nlel | p%eag oan], = ot REISHOLE

<¢,D%> , ¢ € 0(Q) ,

resulta que f € LS(Q,E). Evidentemente Jf = (fi)c;1 y la apli-
cacidén J es sobreyectiva. Finalmente J es un isomorfismo topo-
16gico en virtud del teorema de la aplicacién abierta.

2. E es topoldgicamente isomorfo a un subespacio de (Kz)N
(ver, por ejemplo, [14],p.103). Por tanto, en virtud del teore
ma 1, L;(Q,E) es topoldgicamente isomorfo a un subespacio de
L;(Q{zz)N). Teniendo en cuenta el punto 1 y que el espacio
Lé(Q,EZ) es un Hilbert separable, vemos que (KZ)N contiene

una copia de Lé(Q,E). Supongamos ahora que E es de dimensidn

infinita y no contiene ninguna copia de cN. En virtud de un

teorema de Bessaga-Pelczyfiski ([3]) E admite entonces una nor-
ma continua, por tanto también Lé(Q,E) admite una norma conti-
nua y no puede ser topolbégicamente isomorfo a (KZ)N; Ademis,
Lé(Q,E) no puede ser topoldgicamente isomorfo a un subespacio
complementado de (KZ)N pues, en caso contrario, existiria un
subespacio cerrado G de (EZ)N de manera que Lé(Q,E) =~ (Kz)N/G
1o cual implicaria, en virtud de un resultado de Bellenot-Du-
binsky ([2],Prop.3, p.590), que L;(Q,E) fuera un espacio de

Banach. Entonces también E seria de Banach lo que contradiria
la eleccién de E.

I S N N N
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Si el espacio E contiene copias de cN y Lé(Q,E) es topoldgica-

N
mente isomorfo a un subespacio complementado de (22) podemos
concluir, aplicando un resultado de Metafune-Moscatelli ([10]),

2)N

que necesariamente Lé(Q,E) ~ (£

3. (i) se deduce de 1 y del teorema C de [13]. Probemos (ii):
Si W es un intervalo entonces Lé(Rn,E) ~ (L1(0,1))N en virtud

de 1 y del teorema B de [13]. Supongamos ahora que se tenga el
isomorfismo topolégico

LLR®,E) = o, 1" .

Entonces el espacio de Banach Lé(Rn) es topoldgicamente isomor
N
fo a un subespacio complementado de (L1(0,1)) . Aplicando el

lema de [4] vemos que Lé(Rn) resulta ser topolégicamente iso-
morfo a un subespacio complementado de un producto finito de

copias de L1(0,1). Puesto que L1(0,1)x Ll0,1) ~ 1l(0,1) obte-
nemos que Lé(Rn) es topoldgicamente isomorfo a un subespacio

complementado de L1(0,1) pero entonces, aplicando nuevamente
el teorema B de [13], W debe ser un intervalo. la prueba de
(iii) es andloga a la de (ii) y la omitimos. c.q.d.
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