
Revista de ]a 
Union Matematica Argentina 
Volumen 36, 1990. 

UNA DESIGUALDAD PARA CURVAS CERRADAS EN SUPERFICIES DE 

CURVATURA CONSTANTE 

LILIANA M. GYSIN 

1 .  I N T R O D U C C I O N 
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Dada una curva c errada C ,  no nec e sar iament e s impl e ,  cont en ida 
en una superfic ie  W2 de curvatura constant e s K ,  l lamando d S i a 
l a  dens idad de arco sobre la  curva , dP a la  dens idad d e  area 

'+ sobre la  sup erf ic i e , dG a la  dens idad d e  g eode s icas  or i entada s  
s obr e  la superfic ie  y w ( P )  a l  "wind ing number " del punto 
P E W2 r e specto de  C ,  afirmamo s qu e ( 1 . 1 ) : 

· 1 / 2  f J 2 J sen (€K) r ] .... 
ds A ds - 411' w (P) dP - '+ [ 1 /2 - r  dG ;;;' O ,  

CxC 1 2 psW2 (CxC) n G  i ¢ ( sK) 

donde r = r (x i ' Xj ) e s  l a  d i s tanc ia entre do s punto s de  
.... 
G n ( C  x C) . Ademas val e  la igualdad s6 lo  s i  C e s  una c ircunfe -
r enc ia 0 var ias c ircunfer enc ias co inc id ent es r ecorr idas todas 
en el m i smo s ent ido . Para la  definic i6n de "wind ing number " 
ver [ 1 ] . 

La demo strac i6n s igue es enc ialment e lo s paso s del trabaj o d e  
Banchoff y Pohl [ 1 ] , pero ut il i z a  conoc idas f6rmul a s  d e  G eome ­
tria  Int egral . En el § 2  s e  obt ienen do s expr es ione s  para l a  
d ens idad d e  geodes icas  que s e  ut i l i z an en e l  § 3  para obt en er 
�l r e sultado pr inc ipal , a part ir d e  una re lac i6ri entre  w ( P )  y 

r (x i , xj ) ;  En el § 4  s e  mue s tra , con un calculo s impl e ,  que e s t e  
r e sul tado e s  una general i z ac i6n tanto d e  l a  de s igualdad i sope ­
r imetr ica c l a s ica ( que val e para curva s s impl e s ) , como del 
trabaj o de Bancho ff y Pohl [ 1 ] ( que val e para curvas  plana s )  
e n  d imen s i6n 2 ,  y s e  exh ibe un ej emplo en que val e  la  i�ldad . 
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2 .  Cons ider emo s conj unto s de geodes icas o r i entada s que unen lo s 
punto s  d e  do s curva s or ientada s C l y C2 , cont en idas en una su ­
per f ic i e  de curvatura constant e EK . Sean X l , X2 l o s  punto s de  
int er s ec c i6n r e spec t ivo s , cons ider emo s  lo s s igu i ent e s  s i s t ema s 
ortonorma l e s  de  coordenadas en X l (ver f i gura ) :  

..... 
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) 
e l es  tangente  a G ;  e z tal que e l e 2 t �nga l a  mi sma or ientac i6n ) 
que e 1 T l ' s i endo Tl el tangent e a C l en X l ' ) 
a 2 en T 1 ; a z tal que a l a 2 t enga l a  mi sma o r i entac i6n que e l e Z ' 

S igu i endo a Santa16 ( [ 2 ) , cp . 1 7 ) podemo s escr ib ir 
..... 

dG = - s en a 1 ds 1 " da 1 

Por o tro l ado , s i  l l amamo s e i  al trasl adado paral e lamente  d e  ..... e l a 1 0  l argo de  G d e  X l a X2 , T 2 al tangent e a C 2 en X2 , 
a 2 = L ( T 2 , e i ) ,  como da l es e l  el emento de vo lumen de l a  e s f e -
ra un itar ia e n  e l  

( 2 . 1 )  

extr emo del vector e l , r esulta 

da r 
s en ( EK ) l / 2 r 

( EK) l / 2 da l 

que 

es el e l ement6 de arco para r f ij o ,  y en cons ecuenc ia  

) 

) 

) 

) 

) 
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Reempla zando obt enemo s que 

Para hal lar l a  o tra expr e s i6n int egramo s por par t e s : 

de j ando X l (y por 10 tanto 5 1 ) fi j o , r e sultando que 

Como para X l f i j o e s  r = 0 ,  y t eniendo en cuenta que s i  proye£ 
tame s T 2 sobr e r en X 2 e s  co s 0 2 = dr /ds 2 , r e empl a z ando obt ene 
mo s 

3 . Probaremo s aqui e l  r e sultado pr inc ipal . Para e l l o  debemo s 
ver pr imero que para una cur va c errada or i entada C e s  

f cx c r dG = 2 11' fW2 w
2 ( P )  dP . 

A tal f in cons ideramo s par e s  · de punto s  y g eodes icas  o r i entadas 
( P , G ) /P E G � W2 . Segun Santa16 [ 2 , ( 1 2 . 5 2 ) ] e s  

. 

-+-
dP ( G ) l\ dG = dG ( P ) l\ dP 

Int egrando w
2 ( P ) , del l ado derecho obt enemo s usando [ 2 , ( 1 2 . 3 5 ) ] 

fW2 w
2 ( P )  dG ( P )  1\ dP = (l: l /l:O ) fW2 w

2 ( P ) dP = 11' fW2 w 2 ( P ) dP 

donde l: l = 211' , l: o  = 2 ind ican las "�rea s "  de las e s fera s  de d i  
mens i6n 1 y 0 re spect ivament e .  

Para calcular l a  int egral del lado i z qui erdo cons ider emo s la  
s igu i ent e s ituac i6n : 

Sea C una curva c errada or i entada (no nece sar iament e s impl e ) , 
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-+ 
G una geodes ica or ientada y 1 1 amemo s xi ( i  = 1 ,  . • . , n ) a lo s 

-+ punto s de G n C o  Pongamo s i (xi )  = + 1  s t  e1 angu10 entre  1 a  tan -
gent e a 1a curva en x i  Y 1 a  g eode s ica e s  menor que 7r ,  i (xi) = - 1 

s i  es mayor que 7r .  Notar emo s w ( P )  a1 "wind ing number" del  pu!!. 
to � r e specto de 1a curva C .  C1arament e e s  

L1amando F . k (P ) = 1 s i  x .  < P < x k Y F . k ( P )  
J 2 J J 

e int egrando w sobr e 1 a  g eodes ica r e su1ta 

J -+ w
2 ( P )  dP 

P E G  - f -+ [ I i (X . ) 
P E G  x . < P J 

J 

I i (x . )  i (xk) J -+F · k ( P )  dP J P " G  J Xj ' Xk � 

n - l 

o en o tro ca so  

N [ I w (x i , x i+ l ) r (x i , x i+ l ) ] i= l 

-+ donde N e s  e1 numero d e  punto s  de ( CxC )  n G ,  para par e s  (Xj , xk ) 
' ta l e s  que i (xj ) # i (xk) ,  Y w (x i , x i+ l ) e s  e1 wind ing number d e  

un punto P / x i < P < x i+ l (e1 winding ntno.ber es cons tant e en l a s  

componentas conexas de  W2 _ C ) . 

Integrando esto a todas las geodesicas orientadas de W2 , t en i endo en 
cuenta que cada par (x i , x i+ l ) e s ta  en N rectas que �or tan a 
CxC Y e s  int er ior a 1 a  curva tanta s  vec es como su wind ing num­
ber ind ica ; y que l a s  g eode s icas son or ientada s , obt enemo s 

( 1 / 2 )  J r dG = 7r J . w
2(P )  dP 

G n ( Cx C ) ;! 0 :fe2 

que e s  e1 r e su1t ado bus cado . 

F ina1ment e proc ed i endo como Bancho ff y Poh1 [ 1 ] ca 1cu1amo s  

J 2 s en2 [ ( ° 1 - °2 ) / 2 ] dS l 1\ dS 2 
C x C  

que e s  s iempre � 0 y val e 0 s610 s i  ° 1 = ° 2 , 0 s ea s6 1 0  s i  C 
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e s  una c ircunf er enc ia 0 var ias  c ircunfer enc ias  co inc ident es 
todas r ecorr ida s en el mi smo s ent ido . 

De sarro l l ando es : 

J dS 1 A ds2 - J cos 01 cos 02 dS 1 A dS2 - J sen 01 sen 02 dS 1 A ds2 = CxC CxC CxC 

= J ds A ds - J r dG - J sen (d) � I�r dG . 
Cxc 1 2 cxc n G #  ¢ (cxc )nG # ¢ (e:K) I 

Restando y sumando l a  s egunda int egral y re empla zando l o s  r e ­
sul tado s pr evio s  obt enemo s e l  r e sultado pr inc ipal ( 1 . 1 ) . 

4 .  Veamo s aqul en que s ent ido e s t e  r e sul tado e s  una g eneral i z� 
c i6n : 

Apl iquemo s pr imero ( 1 . 1 ) a una curva c errada o r i entada s impl e  
C , d e  longitud L que enc i erra un area F .  En e s t e  caso podemo s 
eva luar : 

I w
2 ( p ) dP " =  Ip dP = F 

Pe:w2 int . a  C 

e s ta  ul t ima porque w es 1 en el int er ior d e  C y 0 fuera . 

Ad emas , s egun Santa16 [ 2 , ( 1 8 . 8 ) 1  es 

I 1 / 2 -+ 
[ s en ( e: K) r 

_ r ] dG  ( c x c ) n G # ¢ ( e;K ) 1 / 2 
2 

- e:KF . 

Reempla z ando en ( 1 . 1 ) s e  obt iene l a  c l a s ica de s igualdad i sope­
r imetr ica para curva s s impl e s  en superf i c i e s  de  curvatura cons 
tant e ,  a s aber 

L 2 - 4� F  + e:KF2 � 0 ,  

con la  i gualdad val i endo s6lo para una c ircunferenc ia . 

Por otra par t e , s i  b i en ( 1 . 1 )  no e s  apl icabl e d irectament e  a l  
ca s o  en  que W 2 e s  el p lano euc l ldeo , l a  unica d iferenc i a  que 
debe hac er s e  es  en e l  § 2 ,  donde ( 2 . 1 )  debe s er dar = r dO l , 
con 10 cual desaparece  en ( 1 . 1 ) l a  ult ima int egral , obt en i endo 
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que es el r e sultado d e  Banchoff y Po hl [ 1 ] , que e l l o s  general i ­
z an a d imens i6n y cod imens i6n arb itrar ia s . 

Apl iquemo s f inalment e ( 1 . 1 )  a una c ircunf er enc ia hiperb6 l ica 
de radio p recorr ida 2 vec es en el mismo s ent ido . En e s t e caso 
l a 'long itud · de l a curva e s  L = 471' sh p ( e l  dobl e de  la  long i tud 
de una c ircunfer enc ia ) ; la int egral sobre lo s punto s int er ior e s  
a l a  curva e s  el �rea enc errada por 1 c ir cunfet enc ia , 0 s ea 

P I = 271' J P sh r dr = 271' (ch p - 1 )  , 
o . 

y e l  �r ea enc errada por l a  cur va e s  P 2 = 2 P l , adem� s 00 

lo s punto s int er ior e s  a l a  curva y 0 fuera .  Entonc e s  
2 en 

J d S I 1\ d S 2  - 471' 00 2 
J( dP 

C x c  P int . C  
J -+ [ sh r - r ]  dG = 

( Cxc ) f"l G ;! rp 

= 1 2 
_ 1 671' P _ p 2 = 1 2 

o . 
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