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UNA DESIGUALDAD PARA CURVAS CERRADAS EN SUPERFICIES DE
CURVATURA CONSTANTE

LILIANA M. GYSIN

1. INTRODUCCION

Dada una curva cerrada C, no necesariamente simple, contenida
en una superficie'W2 de curvatura constante €K, 1lamando ds; a
la densidad de arco sobre la curva, dP a la densidad de &rea
sobre la superficie, dE a la densidad de geodésicas orientadas
sobre la superficie y w(P) al "winding number'" del punto

P € W? respecto de C, afirmamos que (1.1):

(sen(eR) /2

2 ->
ds, ads -41rj w* (P) dP—J -r]dG>0,
J0xc 12 PeW? (cxc) N+ ¢ (cx)1/2

gonde T = r(xi,xj) es la distancia entre dos puntos de
GN(CxC). Ademds vale la igualdad s6lo si C es una circunfe-
rencia o varias circunferencias coincidentes recorridas todas
en el mismo sentido. Para la definicidén de "winding number"
ver [1]. '

La demostracifén sigue esencialmente los pasos del trabajo de
Banchoff y Pohl [1], pero utiliza conocidas férmulas de Geome-
tria Integral. En el 82 se obtienen dos expresiones para la
densidad de geodésicas que se utilizan en el §3 para obtener
el resultado principal, a partir de una relacién entre w(P) y
r(xi,xj); En el §4 se muestra, con un cilculo simple, que este
resultado es una generalizacidén tanto de la desigualdad ‘isope-
rimétrica cldsica (que vale para curvas simples), como del
trabajo de Banchoff y Pohl [1] (que vale para curvas planas)
en dimensién 2, y se exhibe un ejemplo en que vale la igualdad.
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2. Consideremos conjuntos de geodésicas orientadas que unen los
puntos de dos curvas orientadas C; y C,, contenidas en una su-
perficie de curvatura constante ¢K. Sean X;,X, los puntos de
interseccidén respectivos, consideremos los siguientes sistemas
ortonormales de coordenadas en X1 (ver figura):

>
e; es tangente a G; e, tal que eje, ténga la misma orientacidn
que e;T;, siendo T, el tangente a C; en X;.

a e,.

tenga la misma orientacidén que e e,

en Tl; a, tal que a

2 2 122
Siguiendo a Santald ([2], cp.17) podemos escribir

>

dG = -sen o, dslA do1 (01 =L (az,el)).

Por otro lado, si llamamos e] al trasladado paralelamente de
e; a lo largo de G de X; a X;, T, al tangente a Cy en Xy,

gy = L (Tz,ei), como do1 es el elemento de volumen de la esfe-
ra unitaria en el extremo del vector e;, resulta que
1/2
z.1) do = sen(eK) Pr
r (eK)1/2 1

es el elemento de arco para r fijo, y en consecuencia

dcr = -sen o ds2

2
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Reemplazando obtenemos que

/2, o

sen(eK)Uz dG = sen o, sen ¢

(eX)

ds. A dsz.

2 1

Para hallar la otra expresién integramos por partes:
% -
Jr dG = -J[Jr sen o, dcl] ds1
dejando X1 (y por lo tanto sl) fijo, resultando que

Jrsen o dcl = —er'(cos 01) = -T COS O + Jcos o, dr.

..
1 1 lelgo

Como para X; fijo es r = 0, y teniendo en cuenta que si proyec
tamos T, sobre r en X, es cos o, = dr/ds,, reemplazando Obteng
mos

->
erG = -Jcos o, dr/\dsl = j cos ¢, cos g, dslAds

1 2°

3. Probaremos aqui el resultado principal. Para ello debemos
ver primero que para una curva cerrada orientada C es

. N )
J rdG=21rJ2w(P)dP.
CcxC W
A Eal fin consideramos pares de puntos y geodésicas orientadas
->
(P,G)/P € G C W2, Segin Santaldé [2,(12.52)] es
>
dP(G) A dG = dG(P) A dP
Integrando w2 (P), del lado derecho obtenemos usando [2,(12.35)]
2 2 2
w” (P) dG(P)AdP=(2/E)j w”(P) dP=1rJ w“(P) dP
sz 17707 |2 W2

donde 2; = 2m, 23 = 2 indican las '"dreas" de las esferas de di
mensién 1 y 0 respectivamente.'

Para calcular la integral del lado izquierdo consideremos la
siguiente situacidn:

Sea C una curva cerrada orientada (no necesariamente simple),
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Euna geodésica orientada y llamemos x; (i = 1,...,n) a los

puntos de énc. Pongamos i(x;) = +1 si el dngulo entre la tan-

gente a la curva en X; y la geodésica es menor que T, i(xi) =-1_

si es mayor que m. Notaremos w(P) al "winding number' del pun

to P respecto de la curva C. Claramente es '
w(P) = 7} i(xj) = 7 i(x,).

>
xj<P Xk P

Llamando F_k(P) = 1 si Xj <P<L X,y F k(P) = 0 en otro caso
J 3
e integrando w? sobre la geodésica resulta

J L, w’(P) dp = J ) 1(x;) ] i(x )1 dP =

PeG PeG xj<P xk>P
= " ZX 1(x;) i(x) «[PeEij(P) dP = " <§<X 1(x,) i0q) d¥;,X=
i’k b k
n-1
= NI '21 wxg,X;0) Txg,x; )]
i=

>
donde N es el nlimero de puntos de (CxC) NG, para pares (xj,xk)

‘tales que i(xj) # 1(xk), y w(xi,xi+1) es el winding number de
un punto P / x; < P < X541 (el winding number es constante en las
componentas conexas de WZ-C).

Integrando esto a todas las geodésicas orientadas de W2, teniendo en
cuenta que cada par (x;,Xj4+]) estd en N rectas que cortan a
CxC y es interior a la curva tantas veces como su winding num-
ber indica; y que las geodé&sicas son orientadas, obtenemos

(1/2) j rdG = = J ,u¥(P) dP

¢ N (cxC)#¢ i

que es el resultado buscado.

Finalmente procediendo como Banchoff y Pohl [1] calculamos

f 2 senz[(ol—oz)/Z] ds, ads,
CxC

que es siempre = 0 y vale 0 s6lo si g, = o,, O sea s6lo si C

1
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es una circunferencia o varias circunferencias coincidentes

todas recorridas en el mismo sentido.

Desarrollando es:

ds, Ads -J cos o, cos 0, ds, Ads -] sen o, sen o, ds, Ads,=
[Cxc 1 2 CxC 1 2 1 2 CxC 1 2 1 2

>

sen(eK)llzr da

= ds, ads, - j r dG —J
ICxC 1 2 cxCNG# @ (cxc)NG# ¢ (el()l/2

Restando y sumando la segunda integral y reemplazando los re-
sultados previos obtenemos el resultado principal (1.1).

4. Veamos aqui en qué sentido este resultado es una generaliza
cidn:
Apliquemos primero (1.1) a una curva cerrada orientada simple

C, de longitud L que encierra un drea F. En este caso podemos
evaluar:

J dslA ds2 = L2 ; J wz(P) dp = J dP = F
CxC PeW 2 P int.a C

esta Giltima porque w es 1 en el interior de C y 0 fuera.

Ademds, segln Santald [2,(18.8)] es

J [gggigﬁliiiz - 1] 46 = -EKFZ.
(CxC) NG # ¢ (ek)1/?
Reemplazando en (1.1) se obtiene la cldsica desigualdad isope-
rimétrica para curvas simples en superficies de curvatura cons
tante, a saber

L2 - 47F + eKF > 0,

con la igualdad valiendo s6lo para una circunferencia.
Por otra parte, si bien (1.1) no es aplicable directamente al
caso en que W2 es el plano euclideo, la Ginica diferencia que

debe hacerse es en el §2, donde (2.1) debe ser do, = r doj,

con lo cual desaparece en (1.1) la Gltima integral, obteniendo
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J ds; ads, - 47 J w?(P) 4P > 0,
cxC PeR?

que es el resultado de Banchoff y Pohl [1], que ellos generali-
zan a dimensidén y codimensidén arbitrarias.

Apliquemos finalmente (1.1) a una circunferencia hiperbélica

de radio p recorrida 2 veces en el mismo sentido. En este caso
la longitud-de la curva es L = 47 shp (el doble de la longitud
de una circunferencia); la integral sobre los puntos interiores

a la curva es el drea encerrada por 1 circunferencia, o sea

p
F, = 2w [ sh r dr = 27 (ch p-1) ,
0 .

y el drea encerrada por la curva es F, = 2F;, ademds w = 2 en
los puntos interiores a la curva y 0 fuera. Entonces

2 f

J dP - j N [shr - 1] da =
P int.C (CXxC) NG# @

ds. Ads, - 47
JCxC 1 2

2 2

- 16m F1 - B, =

= I 5

= 16 72 [sth -2 chp + 2 - cth + 2chp -1 = 0.
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