Revista de la
Unién Matemdtica Argentina o
Volumen 36, 1990.

UNA VARIANTE DE LA TRANSFORMACION INTEGRAL DE KRATZEL

J. RODRIGUEZ

Resumen. En este trabajo se estudia una variante de la transformacién
integral de Krétzel, en cuyo nicleo comparece una-  funcién la cual se
demuestra que es solucién de la ecuacién diferencial de orden
fraccionario ta+B—p DtP 'aﬂDﬁ t’Bz=(—1)mlp 2z, donde a, B y p son numeros
reales. Se establece la férmula de inversibn y se determina la relacién

de esta transformacién con la de Laplace. Finalmente, se consideran

algunas convoluciones y se dan las principales reglas operacionales.

Abstract.v In this paper we study a variant quf the Krétzel integral
transform whose kernel contains a function that is shown to be a
solution  for the differential equation of fractional order
{*B-P Dtp_omDi t"Bz=(—l)n+lp z, where «, B and p are real numbers. The
inversion formula is stabliéhed and a connection with Laplacess is

determined.  Finally some convolutions are considered and the principal

operational rules are obtained.

1. INTRODUCCION.

En este trabajo se estudia una nueva variante de la transformada

integral de Krétzel (3], que denominamos R;p ;—transformacién integral, y
’

que viene definida por el par
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(p) _
Fie)=R P y(r0)= ow"“ gttt w1
(P _ P afB-1, 1 a
fv=R f B(F(s)) I (5B o, sttt (1.2)

Esta transformacién incluye diversos casos particulares, segin los
valores asignados a los parametros p, @« y B. Asi, cuando a=v+l y B8=0,
resulta la transformada investigada por E. Kr#tzel [3]); en cambio, si se
hace a.=v+.1 y B=-v, 6 bien, p=l, a=v+l y B=-v se obtienen transformadas
estudiadas por J. Rodriguez [5,6].

La funcién W (t) que comparece en el nicleo de (1.1) se

p,a-1,B8

expresa por

B ,
W 807t 2 g () (1.3)
siendo
= 4P
pa l('C) =t*"n(p,;tP) (1.4)
y donde n(p,a;z) es la funcién
P
n(p,a;z)= 'ae ozt dt, (1.5)
o
con p>0 y |arg zl(% . Esta funcién ha sido estudiada en [3] y [4] ¥

constituye una geheralizacién de la funcién modificada de Bessel de

tercera especie.
22

K (z)-—-(—f—) J' et ot dt (Re z50)

Cuando p=1 se tiene

W oo g0t P a2t ),
1-a

siendo La—l(t)=t 2 Ka_l(Z\/_f) la funcién modificada de Bessel-Clifford

[2] de tercera especie, solucién de la ecuacién diferencial
xy"+ay‘-y=0.

El comportamiento asintotico de la funcién W e B(t) se deduce de

N N
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[3]:
Para t-» 0
Ar@l B si Re (a-1)>0
PP :
—;r(i‘:—l)t3+r(-1§-°f)t°‘*3“, si Re (a-1)=0, a-1#0
wp,a-l,B(t)= : - (1..6)
—tBlnt , si a-1=0
r(1-0)t*8-1, si.Re (a-1)<o
\
Para t-» +w
A g P
~ za+2§ f::Bp = t Pl
wp,a-l,B(t)- at e R (1.7)
donde
1 20¢-1 1

g 2m 2 " z(pe) _ 1, p+t
a-(_p+l' ) y b=(1+ _5)8 T
Por otra parte, en el nicleo de (1.2) comparece la funcién &(p,B;z)

de Wright [9] dada por:
® n

z T
®(p,B;z) X o—m , (1.8)

la cual, cuando p=1, se reduce a
2
Zy_( ZyV
o(1,v+1;- —4)-( 2) Jv(z)

siendo Jv(z) la funcién de Bessel de primera especie.

En cuanto al comportamiento asintético de (1.8), para |z|-» = valen

[3]:

p2x z;f"l .~
M"é-'%:z)--alzz pr1)%y (+o(z P+

P
2mi z‘()pf‘:) o_(eZMz)PH?
e 2) ‘e’ s

+o. (+0(z P*1), (-2ncarg z<0) - o 9)
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_ P
1 « -2m1 z’(ap?:) (e Mz)P M - [TI:—I
<I>(—p,—-p;z)=al(e z) es 1+0(z )+

p-2. £ P

—— p+l
+ozzzZ(p“l)e°L3Z (1+0(z p”)), (O<arg z<2m) (1.10)

P
donde a, a3=(p+1) P*1 son constantes positivas.
2. OPERADORES FRACCIONARIOS.

A continuacién ‘damos algunas definiciones y pfopiedades de los
operadores fraccionarios de Riemann-Liouville y Weyl, que se encuaentran
principalmente en [1], [7] y [8]. Dichas . propiedades serdn de gran
utilidad en este trabajo y permitirdn establecer que la funcién
Wp a1 B(t) es solucién de cierta ecuacién diferencial fraccionaria.

Definicién 1.-
Si a0, se definen las integrales fraccionarias de

Riemann-Liouville y Weyl respectivamente por:

t
i) I“f(t)ﬁ;m'[ (t-x)*"f(x)dx 2.1)
0
00
i) Kaf(t)=—r%a-yj (x-1)%"F(x)dx 2.2)
t

Proposicién 1.-

Si a, B=0, se tiene

D r=im MTO=ft) y Krt=Lim K 0=f(t) (2.3)
i Pro=fro y KKk (2.4)
i DMrm=r%) y D K*M=(-D"Kf(t) (2.5)
v K¥(f(st)=s""(K*)(st) (2.6)

v)  D"K¥(f(st))=(-1)"s"" *(D"K*f)(st) (2.7

SN s N S N /SN SN S
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Definicién 2.-
Las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville y Weyl se definen
respectivamente por:
) DIf(=D"I"*f(t) (2.8)
i) DEf(t)=D"K" (1) (2.9)

para cualquier nelN con n-I<a=n.

Proposicién 2.-

Si «,820, se verifica:

) p*ofrw=p?Frv) y DIDSrt=p%"Pror) (2.10)
ii) DIf(H=I""D"f(t), si £(0")=0 (2.11)
iii) D f(=(-1)"K"*Df(t), si lim f(t)=0 (2.12)

Proposicién 3.- ’
Si a0 y (t-x)*"'f (t)g(x) es absolutamente integrable en el
trisngulo infinito T={(t,x)eR?/ O<t<x), se tiene:

00 00
I f(t)Ka(g(t))dt=J gI%(Fet))de (2.13)
o . 0 ... o

Proposicién 4.-

Si a0 y n-IKa=n, neN, se tiene

D K% ¥=a %™t (avo) ~ B (2.14)
ii) r>‘l’:e"°‘t=(-1)“a"‘e“‘It (a>0). (2.15)

Prbposicién S.-

Para cualquier veR'tal que n-IKv=p, néIN, resulta

v . ,
D2, o D= 1)"Zp’a_v_l(t) - (218
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Demostracién: Se sabe que

o-1® -u-(-—t)p a2 " A <P
Z (t)=t u%e du=| X% * dx
P, -1
) )
y, por tanto;
v ® a2 v, : <P
D'z (t)=Ix'zD(ex)exdx
K p,a-1 0 K

De (2.15) se infiere finalmente
t

nf* a-2-v  x -
07 1 dx=(-1"Z, (0
o !

Proposicién 6.-

Si n-1<{p=n, neN, la funci6én Wp a1 B(t) es una solucién de la

ecuacion diferencial de orden fraccionario
t“*B'th"'“*‘Dﬁt'Bz=(-1)“"p z (2.17)

Demostracién:

En efecto, el primer mienbro de (2.17) vale
2BP (oo )tP %P Py . (1)etP %P By t|=
K p,a-1,8 K p,a-1,B
_ B +1
=t [(p-a+1)DzZp,a_l(t)+tDﬁ Zp’a_l(t)]

y, teniendo en cuenta (2.16), queda

B _ _1\™ _q)ntl
t [(p w2, (D) th,a_z_p(t)] (2.18)
Ahora bien, puesto que:
00 - 1 p 00 - 1 p
Z (t)=I W FPe Ve gu=— L —d—(ua_l-p e Ve du (2.19)
p,0-1-p 0 oa-1-p 0 du
00 - i p 00 - E p
= &3P, v v, _1f d  u,alp -u
zp,a-z-p(t) Iou e e du T . du(e Ju e du, (2.20)

susti‘tuyendo (2.19) y (2.20) en (2.18), resulta

t t
0 e T P C - = —ney P
B [(-1)“*‘[ L Pre e au s (-1)“"[ 4 (o U &Pl du]=
0 u o du
t

o - T WP
=(-1)mltBJ‘ %(ua—p Te Y )e™ du
o



117

e, integrando por partes, se obtiene el resultado deseado:

t
© -= _P
(-1 tﬁf u¥Ze e dus(-D™ (t)
P 0 P,a‘ 18
3. LA TRANSFORMACION INTEGRAL R‘P‘;
En este apartado se analiza la convergencia de la integral que

(p)
a,B

de inversién, esto es, se fijan condiciones que permiten asegurar la

define la transformacién R y se establece el correspondiente teorema

validez de la férmula (1.2).

Proposicién 7.-
Sean a y B numeros complejos y sea f(t) una funcién localmente

integrable en (0,0), que satisface:
ot si Re a-120

f(t)= ,para t—- 0" (3.1)
O(t-q_B "1 si Re a-1<0 ‘
y
P
t'p-rl
f(t)=0(e° ), para t-» +o (3.2)
En estas hipétesis, la transformacién integral Ro(‘pg(f (t)} converge
N ’
p+1. C
absolutamente cuando Re s >-T)- .
Demostracién: en efecto.
T
_5(p)
F(s)=R .B(f(t)}- on,a_l’B(st)f(t)dﬂ ewp,a-l,B(St)f(t)dt+
I W o gt (0<e<T<e0).

La primera de las integrales del segundo miembro converge
absolutamente debido a (1.6) y (3.1); la segunda, por ser f(t)

localmente integrable y por la continuidad de W y la tercera,

P

en virtud de (1.7) y (3.2) para Re P < < -

a—13 th
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A continuacién, con la ayuda de las representaciones integrales

st p
T2y
n(p.a;(st)p)=rr’°‘e T dr,
(1]
t
00 -sx-(—)
nMpos(st)P)=s"*| x% ¥ dx,
0
00
n(p,e;(st)’ )=t“‘I % * dx,
0

(3.3)

(3.4)

(3.5)

se puede expresar la transformacién integral R'P ){f(_t)) mediante la

«,B

iteracién de transformadas de Laplace:

Proposicién 8.-

La transformacién integral (1.1) se expresa por:
asB-p 1

B =
_p(pP) _ S - P Py..P|.
F(s)'Ra,B(f(t»_'_"p ﬁ{x 2{r f(r);x },s},

o bien, por:
a-p-1
a+B-1 P

1
r(s)=R;f’;<f(t)>=S_p.&{r p .%{th(t);r E};sp}}

donde £ denota la transformacién clasica de Laplace.

Demostracion:

Sustituyendo (3.4) en (1.1) queda:
t p
0 -sx-(=)

00
F(s)=R ‘P f(t)}= th“*B“f(t)dtj x% X dx
B 0 0

y, cambiando el orden de integracién, resulta
tp
00 0 =(—=)
SBI e'sxx'quJl e * t*Blr()dt.
) 0

Ahora bien, realizando el cambio de variable tp=r‘, se obtiene (3.6):

oaf-p 1
—§E J Ime-”x-"de-lrme-x P
P I, 0

"r P ofrP)dr=

a+B-p

8 1
= : 2{x"a2{r P (P );x_p};S}-

(3.6)

(3.7

De igual modo, - sustituyendo (3.5) en (1.1}, cambiando el orden de

<« J S N
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integracién y realizando el cambio de variables xP=r se deduce (3.7).

Recurriendo a (3.6) podemos calcular la transformada de la funcién

8 aB-p ¥
R'P )(t7)=i£.{x_a£{r P PxP };s}%r(gig—w-)r(swﬂ)s‘y_l, (3.8)

a,B P

siempre que Re (B+y)>-1, Re (x+B+y)>0 y Re s>0.

Esta férmula permite calcular la transformada de la funcién
t—BQ(-l—.E;tp ), que vale:
PP 8
pPr Bgla p, 1 s
Ra.B(t O(p,E,t ))——-—-p it Re s)1 (3.9)

Seguidamente se prueba el resultado fundamental:

Proposicién 9.- (Férmula de inversién)
Si F(s) es una funcién definida en el dominio

D={s / Re sP*1= —E——— |arg sls%(l%),pzl}

donde b y c¢ son constantes que intervienen en (1.7) y (3.2)
respectivamente y si, ademas se supone que:

) sPF(s) es holomorfa en D

ii) S-BF (s) tiende a cero cuando |s|-» o, uniformemente en arg s.

p

iii) El camino de integracién I viene dado por Re sPl= g )

larg s|— %(1%) cuando |s|-» o,
p-20x

— B
iv) Existe I |22(1+p) F(z)] |dz|4w ,
z

se verifica entonces que:
- P Bal &
f(t) sz z(zt) Q(p.p.zt)F(z)dz

donde
00

F(s)= on'a_l’B(st)f(t)dt.
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Demostracién:

En efecto, supuesto s fijado en el interior de D se tiene

G 00
= P Bal %
Iowp.a~l’s(st)f(t)dt— Vo065 (2t VO IR @)tz

y, en virtud de la proposicién 7 y la condicién iv) de esta proposicién

deducida de (1.9) y (1.10) podemos cambiar el orden de integracién

—p—.f z'BF(z)dz-rw st)-t Pok % zt)dt=
2mi 5 o p,a-1,8 p'p’

(]
=—§p—. —FEldz w (——s--x)x'BG(l,g-;x)dx
nls 2z o p,a-1,B8" z p'p

y, por (3.9) y al ser I%Kl, queda

(3.10)

B. -B
s J‘ Z—F(Z)lz.
z

2ni s-z
Nos proponemos evaluar la integral (3.10). Para ello aplicamos la
férmula de los residuos de Cauchy en el recinto limitado por el contorno
cerrado I' constituido por el camino X intersectado con el arco de
circunferencia CR de centro k=k(——§,p) igual a constante sobre el eje
real y radio R que tiene al punto s en su interior:

1 zBF(z) 1 zBF(z) 1 zBF(z)
- dz= - dz - -
2mi s-z 2mi s-z 2mi s-z
r cR z

dz=—s—BF(s).

A continuacién se prueba que

-B
—217 E——F(—'de —» 0, cuando |z|-» . (3.11)
mi) . s-z
R

Ciertamente, de la condicién ii) se sigue que cualquiera que sea
€>0, existe un Ro tal que para todo R>Ro se tiene Iz‘BF(z)I<e.
Todos los puntos de z de CR son de la forma z=k+Rew, con
T, 1 .. 1
§(1+5)S85§(1+5), y se cumple:

eR(1+ l)
p
2(R~[s-K]

L z°BF(z)dz|(1 12 PF(2)|

2mi s-z 2n Is-z]|
c c
R R

ldz| = Jselis %)523,

si, y solamente si, R)Ro, R>2|s-k| y p=l.
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Luego, (3.11) tiende a cero cuando R—» ®» y por tanto

B

-B
sz F(z) _
_Z'i'i—J.z—'s-T' = Fls)

lo cual completa la demostracién del aserto.

4. CONVOLUCIONES PARA LA TRANSFORMACION R;p;.
Utilizando las férmulas (3.6) y (3.7) introducimos dos
convoluciones para la R;pé transformada integral.
Definicién 3.-
La convolucién * de dos funciones f(t) y g(t) viene dada por

1 a+B  a-1 ¢ a+B o+B

- -1 -1

e Prel T P P [ P e P e
(Fre)tP)=—t D, L(t £) £ de
1 1 1
J’ 7P 1-nPrEePngl(1-n)(t-€)Pldn. (4.1)
0

- Proposicién 10.-
Si la convolucién de dos funciones f(t) y g(t) se define segin

(4.1) y si f(t) y g(t) verifican las hipétesis de la proposicién 7, se

P
tiene R;p;((f *g)} converge absolutamente cuando Re sP ”)-% y se verifica

(P)yron _-B ,(p) nipP)

Ra,B«f g)(t))=s Ra,B(f(t» Ra’B(g(t)). (4.2)

Demostracién:
A tenor de (3.6), pongamos:
a+B- 1
p) B staf® P +;B> £ 3
F(s)=R P {f(t))= re t I et Tr f(xP )dvdt=
@B Pl 0

SB ® -st_ -0 SB -
"—Je £OF (t)dt=—2_2¢t%F (t);s).
P, 0 P o

De igual modo por (3.6), se puede escribir:
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B
(s)—R(p;(g(t))" =2 8(t™g (ths).

Por tanto:

B -o
F(s) -G(s)-—z—ﬁ(t fo(t);s)'i'.(t go(t);S)=
P

szB t -a
=—£{I € fo(E)(t—ﬁ) go(t—E)d€;s}
o) 0
Y, realizando el cambio £ =u, sigue:

t
28 1
s {t-m*lj u“"(1—u)'“fo(tu)gol(l-u)t)duiS}=
. 0

2
p
8 af-p 1

'y

P
aB-p 1

g(yp )dy;s}

2B o 01 -P, -P -P
g{t-zauj’ J‘ I (g Gt T Ty,
0’0’0
aB-p af-p 1 1
.z P y P g )g(yp )dtdydu,}

r -ta-w) Py
. e y

Con las nuevas sustituciones u’pt+(l—u)-py=x y
resulta
28 a+B-p a+B-p
s2 { zauJ‘J‘J‘ Blr-wbe -t x(x-'n) P, P
P
1 1

-f(unp )g[(x-n)p(l-u)]dndxdu;s}=

B a+B-p  asf-p

= 2{(2“'1]- e't xdx‘r((x—'n) P q P dy
o2

0
l - ey

I uB(l-u)B f(u'np)g[(x—n)p (1—u)]du;s}=
0

28

%_g{t-zauj e -t xH(f ,g;x)dx; s}
P 0

donde

2 (! e -aw Pt
5 ..{t ’J‘ (1-u)” I W Ty Pof(xP )
0

n=u'T,

(4.3)
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a+B -p a+B -p 1

Hifgx)=[ (x-n) P 7 dnJ' Bl-u )Bf(unp)g[(l-u)(x—n)p]du
0

Si finalmente se tiene en cuenta el comportamiento de la

transformada de Laplace frente a la derivada, (4.3) adopta la forma:

-1
§P [ af® - Px p
5 ﬁ{t J e Dx H(f,g;x)dx;s}=
p o
28 © -p a+B_p - a+B a-1
=5 2{{ J et P Ly P D 2 H(f,g;x); s}
P o P

B a""B-p
=sﬁ-%ﬁ{t_a£{x P (f‘*g)(xp)t } } BR(p)((f’*g)(t))

Definicién 4.-

Se introduce ahora la convolucién o de dos funciones f(t) y g(t)

mediante:
LB aB
(fog)(t)— BD‘ J‘ (t-n)Pq BdnJ‘ P (1-w) P
o .
1 1
-£(uPn)gl (1-u)P (t-n)]du. o (4.4)

Proposicién 11.-
Si la convolucién o de dos funciones f(t) y g(t) viene dada por

(4.4) y f(t), g(t) verifican las hip6tesis de la proposicién 7, entonces
P
R;p;((f *o)(t)} es absolytamente convergente cuando Re sP "1>-—-§- y se

verifica
“’;«r*g)(t» st'BR(p;(f(t)) R“”(g(t» (4.5)

Para su demostracién se par‘te, de (3.7) y se sigue 'un procedimiento

semejante al empleado en la prueba de la proposicién anterior.
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5. CALCULO OPERACIONAL.
En este apar'tado se obtienen algunas reglas operacionales de la

R(p) transformacién integral con respecto al operador diferencial

a,B

fraccionario Bp =t'3D’: tP _aﬂDth_p, con p, @ y B nimeros reales.

Proposicién 12.-
Si p es un numero real tal que n-1{p=n, neN, y si f(t) es una
funcién (n+1)-veces diferenciable en (0,o) que verifica:

i)

ot B4y si a-1>0 .
f(t)= cuando t+» O (5.1)
O(t_B_a“m_A) si a-1=0
para alglun A (0=x<1).
P
tp-rl
ii) f(t)=0[e° ] cuando t= w, (5.2)
En estas condiciones se tiene:
(p) _ puip)
Ra,B(Bp,a,Bf(t»—ps Ra,B(f(t) (5.3)
Demostracién:
RPUB  f(t)= ww (st)t PDPLP- 1Dt %*BPr(4)dt=
a»B P.a;B ’ 0 pva—loB I
* B o+l QO
=J tPw (st)D"" PP Dt **BPr(1)qt. (5.4)
0 p,a-l,B

p-0u+l

Como quiera que t Dtmﬁ_pf (t)— O, cuando t+ O, se puede aplicar

(2.11) y el dltimo miembro de (5.4) queda

—0l+1

tPw (st)I*PD™tP* 1t **BPr (1)t

0 p,a-1,B8

Y, por (2.13),
® -0+l o+
I K" PPy (st)D"tP %Dt *FPe(t)dt.
o p,a-1,B

Integrando ahora (n+l)-veces por partes se llega a:

n 00
) (-1)“‘Al+(-1)“a+(-1)“*‘I t*BPpiP ey
1=1 0

pas,glSUIBE  (5.5)
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donde ,
(]
A= [( D 1tP-% 1 %*B-Pyplig Py Ry
1 , p,a-1,8

0
[ J

_[,.a+B-p p-a+1p -B =
B—[(t PP Dl Wp’a_l’B(st))]o-O

(st)] =0, i=1,2,3,...,n.

en virtud de (1.6), (1.7), (5.1), (5.2) y (2.6). Por tanto, teniendo en

cuenta (2.17), resulta

00
p P (p)
ps Jowp'a_l' gletf(Dde=ps R PRirce).

Este resultado se generaliza en la siguiente.

Proposicién 13.-
Sea n-1{p=n, neN, y sea f(t) wuna funcién
diferenciable en el intervalo (0,») tal que:

i)

o™ %BA) g g0
para algan A ‘(0=a<1).

- o) 51 a0
f(t)= , cuando t—=0"

P
Atp+l

ii) f('c)=0[ec ], cuando t- .
Entonces, se verifica:

(P) ;nk _ k kpo(pP) ‘
Ra, B(Bp.a, Bf(t))—p s Ra’ B(f(t)).
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