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UNA V ARlANTE DE LA TRANSFORMACION INTEGRAL DE KRATZEL 

J. RODRIGUEZ 

Resumen. En este trabajo se estudia una variante de la transformaci6n 

integral de Kr�itzel , en cuyo nucleo comparece una funci6n la cual se 

demuestra que es soluci6n de la ecuaci6n diferencial de orden 

fraccionario 
ex+f3-p p-ex+l p _Q n+1 t Dt D t "'z=(-l) p z, donde ex, f3 y p son numeros K 

reales. Se . establece la f6rmula de inversi6n y se determina la relaci6n 

de esta transformaci6n con la de Laplace. Finalmente, se consideran 

algunas convoluciones y se dan las principales reglas operacionales. 

Abstract. In this paper we study a variant for the Kratzel integral 

transform whose kernel contains a function that is shown to be a 

solution 'for the differential equation of fractional order 

inversion formula is stablis/led and a connection with Laplace-s is 

determined. Finally some convolutions are considered and the principal 

operational rules are obtained. 

1. INTRODUCCION. 

En este trabajo se estudia una nueva variante de 'la transformada 

integral de Krlltzel [31, que denominamos R 
( P!-transformaci6n integral, y ex , ,., 

que viene definida por el par 
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l1li 
F(s)=R < P !{f(t) }=f W Q(st)f(t)dt (Ll) Ot, I" 0 p,Ot-l,1" 

- 1 
f(t)=R < p l {F(S) }�I (st)Ot+�-lt(� �· st)f(t)dt ( 1 . 2) « ,  {3 2Xl :E p' p' 

Esta transformaci6n incluye diversos casos particulares, segUn los 

valores asignados a los parametros p, Ot Y {3. Asi , cuando «=v+1 y (3=O, 

resulta la transformada investigada por E. Kratzel [3]; en cambio, si se 

hace «=v+1 y �=-v, 6 bien, p=l, Ot=v+1 y �=-v se obtienen transformadas 

estudiadas por J. Rodriguez [5, 6 ] .  

La funci6n W Q(t)  que comparece en el mlcleo de ( 1 . 1 ) se 
p,Ot-l,1" 

expresa por 

siendo 

W 
(3

(t)=t�Z (t)  p,Ot-l, p,Ot-l 

Ot-l P Z (t)=t 1I(p,Ot;t ) p,Ot-l 
y donde 1I(p,Ot;z) es la funci6n filii -a. -t-zt.-P 

'I)(p,Ot;z)= t e dt, 
o 

( 1 .3)  

( 1 .4)  

( l .5 ) 

con p>O y l arg z l < � . Esta funci6n ha side estudiada en [3] y [4 ]  y 

constituye una generalizaci6n de la funci6n modificada de · Bessel de 

tercera especie. 

Cuando p=l se tiene 

W (t)=tOt+{3-1 (l Ot· t)=2tOt+�-IL (t) I,Ot-I,� 
11 , , Ot-I ' 

I-Ot 
siendo L (t)=t 2 K (2Yt) la funci6n modificada de Bessel-Clifford Ot-I Ot-I 

[2]  de tercera especie, soluci6n de la ecuaci6n diferencial 

xy"+OtY ' -y=O. 

El comportamiento asintotico de la funci6n W .  Q(t) se deduce de p,Ot-l,1" 
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[3 ] :  

W (t)'" p,CX-l,� 

Para t ... +co 

donde 

1 1 3  

s i  R e  ( cx-l » O 

-t� l nt , si cx-l=O 

r( l _CX ) tCX+� - l , si Re ( cx-l ) ( o  

zcx+z�-z+z�p-p � 
W. . (t )= at z(I+p )  -bt P+ l  
p,CX-l,� e 

1 2CX- l 
_( 21[ )2 - Z ( P+l) a- --·- p p+l y 

1 

b-(l 1 ) P+l - + - e  . p . 

(1. 6 )  

(1. 7) 

Por otra parte, en el nucleo de (1. 2) comparece la funci6n t(p,�;z) 

de Wright [9 ]  dada por: 

la cual, cuando p=l, se reduce a 
2 

t(l ,v+l; - ..!)=(..!rvJ (z) 4 2 v 
siendo J (z)  la funci6n de Bessel de primera especie. v 

( 1 .8)  

En cuanto al  comportamiento asint6tico de (1 .8) ,  para I z I� co valen 

[3] :  

(1 .9)  
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P - � � 
P --

( -2m 
)P +l  - -"' ( 1 a ) ( -2m 

)
2 ( P+ 1 l a e z 

(1 O( P + l » + 'jf -,-; z =a e z e 3 + Z 
P P 1 

p - � � P -- p + l  -
2 ( p+ 1 ) a z 

( 1  O( P+ l » +a2
z e 3 + Z , 

- � 
( O(arg Z(211) 

donde a , a y a =(p+1 ) p + l  
son constantes positivas. 

1 2 3 

2. -oPERADORES FRACCIONARIOS. 

( 1 . 10) 

A continuaci6n . damos algunas definiciones y propiedades de los 

operadores fl"accionarios de Riemann-Liouville y Weyl, que se enc'Jentran 

principalmente en [ 1 ] ,  [7]  y [ 8 ] .  Dichas · propiedades seran d e  gran 

utilidad en este trabajo y permitiran establecer que la funci6n 

W Q(t)  es soluci6n de cierta ecuaci6n diferencial fraccionaria. 
p,a-l , � 

Definici6n 1 .-

Si a)O, se definen las integrales 

Riemann-Liouville y Weyl respectivamente por: 

t 
Iaf(t)- 1 J (t-x)a-lf(x)dx --rra1 i )  

° 

ii ) 

Proposici6n 1 .-

Si a, f3�O, se tiene 

ii )  

iiil 

IOf(t )= l im Iaf(t)=f(t)  y KOf(t)= l im Kaf(tl=f(t )  
a- ° a- ° 

I�f3f(t)=Ia+f3f(tl y K�f3f(t)=Ka+f3f(t) 

y 

iv) Ka(f(st»=s -Il(KafHst ) 

v )  D'1<a(f(stl )=(  _l)nsn-a(DnK
afHst) 

fraccionarias de 

(2. 1 )  

(2.2) 

(2 .3 )  

(2.4)  

(2. 5 )  

( 2. 6 )  

(2 .7)  
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Oefinici6n 2. -

Las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville y Weyl se definen 

respectivamente por: 
OCXf(t)=Onrn-«f(t) I 
OCXf( t )=OnKn-cxf( t) ){ 

para cualquier nelN con n-1(cx:5n. 

Proposici6n 2. -

Si cx,/31?:O, se verifica: 
O�f(t)=O�+/3f(t) Y O�f(t)=O�+/3f(t) 

iii) 
O�f(t)=rn-«onf(t) , s1 f(O+)=O 
Ocxf(t)=( _l)nKn-«onf(t) si lim f(t)=O ){ . 

, . t- +00 

Proposici6n 3.-

Si cx>o y CX-I (t-x) f(t)g(x) es absolutamente 
triangulo infinito T={(t.x)eIR2/ O<t<x}, se tiene: 

Proposici6n 4. -

00 00 Io f(t)KCX(g(t))dt= I 
0 
g(t)ICX(f(tl ldt 

Si cx)O y n-1(cx:sn, nelN, se tiene 
i) KCXe-at=a-CXe-at (at>O) 

Ocxe -at=( _l )nacxe -at (at>O) . K 

Proposici6n 5 . -

Para cualquier velR+tal que n-l(v:sn, nelN, resulta 

integrable 

(2. 8) 

(2. 9 )  

(2. 10) 

(2. 11)  

(2. 12) 

en el 

(2. 13 )  

(2. 14) 

(2. 15) 

(2. 16)  
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Deinostraci6n: Se sabe que 

y, por tanto; 

CD -u-(....!)p CD - .!. -xP 
z (t)=t«-lJ u -«e U du=J x«-2e x dx p,«-l 0 0 

De (2. 15) se infiere finalmente 
CD _ '!' -f' H)nI X«-2-Ve x dx=(-l)� (t) 
o p,«-V-l 

Proposici6n 6 . -

Si n-1 <p:sn, nelN, la funci6n W Q(t) es una soluci6n de la 
P,«-l,,.. 

ecuaci6n diferencial de orden fraccionario 

Demostraci6n: 
En efecto, el primer mienbro de (2. 17) vale 

=t(3 [(P-«+l)oPz (t )+toP+1Z (t)] K p,«-l K p,«-l 

y, teniendo en cuenta (2 .16) ,  queda 
t(3 [(P-«+lH-ltZ (t)+(_l )n+ltZ (t)] p,«-l-P p,«-2-p 

Ahora bien, puesto que: 
t t 

CD - - P CD - - P 
Z (t )=I u«-2-Pe ue-u du 1 I �(u«-l-P)e U e-U du p,«-l-P 0 «-l-p 0 du 

t t 
CD - - P CD - - P Z (t )-J «-3-P U -u d _ II d ( u ) «-l-P -u d P «-2-P - u e e Ut du e u e u, 

' 0 0 

sustituyendo (2. 19) y (2 .20 ) en (2. 18) , resulta "\ 

«-P-l -uP ] )u e du = 

(2. 17)  

(2. 18) 

(2.19) 

(2. 20) 
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e. integrando por partes. se obtiene el resultado deseado: 

t 
(_l )n+lpt'" ua.-Z

e U e -u du=(_l )n+lp W (t) . 
grill - - p 

o P.a.-l.f3 

3.  LA TRANSFORMACION INTEGRAL R ( P! . 
a. . ... 

En este apartado se analiza la convergencia de la integral que 

define la transformaci6n R ( P! Y se establece el correspondiente teorema 
a. . ... 

de inversi6n. esto es. se fijan condiciones que permiten asegurar la 

validez de la f6rmula <1.2) .  

Proposici6n 7.-

Sean a. y f3 numeros complejos y sea f(t) una funci6n localmente 

integrable en (0 .111) .  que satisface: 

_ { OCt -(3) si Re a.-l�O 
f(t)= 

O(t-a.-f3+1 
si Re a.-l(O 

(3. l l 

y 
L 
p +l 

f(t)=O( ect ) .  para t .... _ (3. 2)  

En estas hip6tesis. la transformaci6n integral R 
( P ) 

{f( t) } converge a.. f3 
L 
D+ l C 

absolutamente cuando Re S" >-i .  
Demostraci6n: en efecto. e T 

F(s)=R 
( P�{f(t) }=J . W 

f3
(st)f(t)dt+J W f3( st )f(t )dt+ 

a. . 0 P.a.-l. e P.a.-l. 

III 
+J W g(st)f(t)dt 

T P.a.-l .... 

La primera de las integrales del segundo miembro converge 

absolutamente debido a ( 1 . 6 )  y (3 . 1 ) ;  la segunda; por ser f(t)  

localmente integrable y por la continuidad de W get ) ; y la tercera. 
P.a.-l . ... 

L 
en virtud de ( 1 .7 )  Y (3. 2) para Re SP + l>-i • 
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A continuaci6n, con l a  ayuda d e  las representaciones integrales 

-.-(!.!l 
1J(P,a.; ( st)p)=[. -«

e • d., (3.3) 
o t P co -.x-(-) 

'I)(P, a.; (st )P )=Sl-«J £a.e x dx, (3.4) 
o 

co - ! -(.xl 
1J(P,a.; ( st)p)=t1-«J x«-Ze x dx, (3.5) 

o 

se puede expresar la transformaci6n integral R ( P )  {f(t) } mediante la 
a. , f3 

iteraci6n de transformadas de Laplace: 

Proposici6n 8.-

La transformaci6n integral (1 . 1 )  se expresa por: 

o bien, por: 

f3 a.+f3-P ! 
F(S)=R���{f(t ) }- : f{X-«f{r P f(rP) ;£P}; s}, 

F(S)=R�� �{f(t) }- Sa.;f3-1f{r a.-�-l

f{ tf3f(t ) ;r 
- �; sp}} 

donde f denota la transformaci6n clasica de Laplace. 

Demostraci6n: 

Sustituyendo (3. 4 )  en (Ll)  queda: 
co co -sx-<!)p 

F(S )=R�� �{f(t) }= J 0 s
f3

ta.+f3-1f(t ldtJ 0 x -a.e x dx 

y, cambiando el orden de integracion, result a 

co co  -<!)p 

s13 J e -sx£a.dxJ e x ta.+f3-1f(t)dt. 
o 0 

Ahora bien, realizando el cambio de variable tP=r, se obtiene (3. 6 ) :  

� a.+fj-p 1 I" �co 00 -P -- -�J e-sxx-a.dxJ e-x r r P f(�)dr= 
P a a 

f3 a.+f3-p 1.. 
- : f{X-«f{r P f(rP) ;£p} ; s} . 

(3. 6 ) 

(3.7) 

De igual modo, .· sustituyendo (3 .5)  en (Ll) ,  cambiando el orden de 

) 
) 
) 
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integraci6n y realizando e l  cambio de variables xP=r se deduce (3. 7 ) .  

Recurriendo a (3. 6)  podemos calcular l a  transformada d e  l a  funci6n 

{3 
1X+{3-p .! 

R���{t'1}- : f.{£IXf.{r P rP;£p} : s}- ! f(IX+:+'1
)f({3+'1+lls-'1-1, (3. 8) 

siempre que Re ({3+'1» -1 , Re (1X+{3+'1» 0 y Re s>O. 

Esta f6rmula permite calcular la transformada de la funci6n 

Re s>1 

Seguidamente se prueba el resultado fundamental: 

Proposici6n 9.- (F6rmula de inversi6n) 

Si F(s ) es una funci6n definida en el dominio 

L 
o={s / Re �+l

� � ,  l arg s I 4( I+) 'P�I} 

(3 .9)  

donde b y c son constantes que intervienen en ( 1 .7 )  y (3 .2)  

respectivamente y si,  ademas se  supone que: 

i ) s 
-(3

F(s) es holomorfa en 0 

i i )  s 
-(3

F(s) tiende a cero cuando I s 1-. (D, uniformemente en arg s. 

iii ) EI camino de integraci6n :r viene dado por Re 

1[ 1 
l arg s l - TOp) cuando l s i ... (D, 

p-ux. 

iv) Existe J I z
2 ( l +p l 

-(3 
F(z) I l dz l <(D , 

:r 
se verifica entonces que: 

donde 
(D 

F(s )=J w . 
{3

(st lf(t )dt . o p,lX-l,  

L 
p+ l C 

s ==--t), 
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Demostraci6n: 

En efecto, supuesto s fijado en el interior de D se tiene 

J
aJ 

W 
f3

( st )f(t )dt=J
rtJ 

w f3(st ) /.J (ztf/3t(.!.,�;zt)F( 2.)dzdt 
o p, a.-l, 0 p,a.-l, 

1 (1 :E P P 

y, en virtud de la proposici6n 7 y la condici6n iv) de est a proposici6n 

deducida de ( 1 .9 )  y ( 1 . 10) podemos cambiar el orden de integraci6n 

y, por (3. 9 )  y al ser I � I <I, queda s 

-LJ z -/3F ( z )  dz. 
21f l :E s - z  (3. 10) 

Nos proponemos evaluar la integral (3. 10 ) .  Para ello aplicamos l a  

f6rmula d e  los residuos d e  Cauchy e n  e l  recinto limitado por e l  contorno 

cerrado 
r 

constituido por el camino :E intersect ado con el arco de 

c 
circunferencia CR de centro k=k(

b'P) igual a constante sobre el eje 

real y radio R que tiene al punto s en su interior: 

-f3 -f3 -f3 _1_.J z F ( Z )dZ�J z F ( z )dz _ _ 1_.J z F ( z ) dz=_s-f3
F( s ) .  21fl r s - z  21fl C s - z  2m :E s - z  

R 
A continuaci6n se prueba que 

-f3 _1
_.J z F ( z )dz _ 0 cuando I z l .... rtJ. 

21(1 CR 
s -z ' (3 . 11 ) 

Ciertamente, de la condici6n ii)  se sigue que cualquiera que sea 

e>O, existe un Ro tal que para todo R>R
o 

se tiene I z -f3F(z)  I <e. 
16 

Todos los puntos de z de C
R 

son de la forma z=k+Re , con 

1f 1 1l 1 - 2(lP)�SZ(lp)' y se cumple: 

1 
1 J z-f3F ( z ) 1 J I z-f3F ( z ) I eR ( 1 + p)  1 I 21fi s - z dz l � I s - z i I dz l <  2 ( R_ l s_k l ):SE: ( I+ p):S2e , 

C C R R 
si, y solamente si, R>Ro' R>2 1 s-k I y p�1 . 

) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
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) 
) 
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Luego, (3.11 ) tiende a cero cuando R-+ co y p�r tanto 

s�J z -f3F ( z )  = F(s) 211' 1 1: s-z  

1 0  cual completa la demostraci6n del aserto. 

4. CONVOLUCIONES PARA LA TRANSFORMACION R ( P!. 
(x , ,.. 

Utilizando las f6rmulas (3. 6)  y (3.7) introducimos dos 

convoluciones para la R ( P! transformada integral . . (x , ,.. 

Definici6n 3.-

La convoluci6n * de dos funciones f(t) y get) viene dada por 
1 (X+f3 (X- I (X+(3 cx+(3 - 1- - - t - -1 - -1 

(f*gHtP):.-!..-.t P D P J (t-�) P � P d� · 
P I 0 

1 1 1 - -
. J l)(3(l-l) f3f(�P1) g[ (l-1)Ht-�)Pld1). 

o 

Proposici6n 10. -

(4. 1 )  

S i  la convoluci6n d e  dos funciones f(t) y get ) se define segUn 
(4 . 1 )  y si f(t) y get) verifican las hip6tesis de la proposici6n 7, se 

L 
tiene R���{ (f*g) } converge absolutamente cuando Re sP+ l>-i y se verifica 

R ( P l { (r*gHt ) }=s-(3 R ( P l {f(t)} ·R ( P l {g(t ) } . (4 . 2) cx , (3 (X , (3 cx, f3 
Demostraci6n: 

A tenor de (3. 6 ) ,  pongamos: 

cx+f3-p 1 13 co co -P -- -
F(S )=R ( P l {f(t ) }�J e-8\-«J e-t TT P r(� )dTdt= cx , (3 P 0 0 

13 co f3 �J e-8\-«r (t)dt�{t-«r (t) · s}. P 0 0 p o '  
De igual modo por (3. 6 ) ,  se puede escribir: 
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< P ) sf3 -« G(s)=R Q{g(t)}---f{t g (t l ; s}. 01. , 1"  P 0 
Por tanto: 

s2/3 -« -01. 
F(s ) ' G(s)�{t f (t) ;s} · f{t g (t) ; S}= 

p 2 0 0 

s 2/3 {It -« -« } 7 
0
1;. fo(l;. ) (t-l;.) go(t-I;.)dl;.;s 

Y, realizando el cambio � =u, sigue: 
2f3

{ 1 } s -201.+1 -01. -« -2-f t J u (I-u) fo(tu)go[ (l-u)t}dU; S = 
P . 0 

2f3 
{ 

()) ()) 1 -p -p -p - S 2 E t -2OI.+II I J u -OI.(l-ufOl.e -t [u 't"+U-ul yl . 
P 0 0 0  

OI.+f3-p OI.+f3-p 1 1 
. 't"-P- y-P-f(,? )g(j )d't"dYdU;S} 

Con las nuevas sustituciones u -P 't"+(l-ufP y=x Y 

resulta 

donde 

Q OI.+f3-p OI.+f3-p 21" { ()) ()) 1 -p -- ---;-f t -2OI.+IJ J I u(3(I-u)f3 e -t XeX-ll) P 11 P • 

P O ll 0 
1 1 

. fcui )g[ (X-ll)P(l-U) ldlldxdu; s}= 

2/3 OI.+f3-p OI.+f3-p 
- s 

2 
E{t-2OI.+II

())e-t-PXdx[(X-ll)-P- ll-P-dll , 
P 0 0 

1 1 . s: uf3(1-U)f3f(ui)g[ (X-ll)PU-U) ldU;S}= 

S -2OI.+1 -t 
2/3 { ()) -P } 

- p2 f t Joe �(f,g;x)dxjS 

ll=U-P't", 

(4 .3)  

) 

) 
) 
) 
) 

) 
. ) 
) 

) 

) 
) 

) 
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C1.+f3-p C1.+f3-p 1 1 
H(f , g;X)=l(X-lI)-P

-
lI-p

-
dllf uf3(1-u)f3f(ui)g[U-u)(x-lI)P]dU. 

o 0 

Si finalmente se tiene en cuenta el comportamiento de la 

transformada de Laplace frente a la derivada, (4. 3 ) adopta la forma: 

Definici6n 4 .-

Se introduce ahora la convoluci6n 0 de dos funciones f ( t )  y get)  

mediante: 
C1.+f3 C1.+f3 t 1 - -1 - -1 

(f o g) (t )�t-f3Dl-C1.J ( t-Tl)f3T1f3dTlJ u P (I-u) P • 

P I 6 0 . 

Proposici6n 11. -

1 1 

. f(uPTI)g[ ( I-u)P(t-Tl ) ]du. ( 4 . 4 )  

Si la convoluci6n 0 de dos funciones f (t ) y get)  viene dada por 
(4 . 4 )  y f(t ) ,  get)  verifican las hip6tesis de la proposici6n 7, entonces 

L 
R < P ) 

Hf*g) (t ) }  es b i t t t cuando Re SP+l> bC y se C1. , f3 
a so lJ amen e convergen e 

verifica 

R < P ) Hf*g) (t)}=Sl-a.-f3R <P ) {f(t)} · R < P ) {get ) } . C1. , f3 C1. , f3 C1. , f3 
(4 .5 )  

Para su demostraci6n se parte. de (3 .7 )  y se sigue un procedimiento 

semejante al empleado en la prueba de la proposici6n anterior. 
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5. CALCULO OPERACIONAL. 

En este apartado se obtienen algunas reglas operacionales de la 

R��k transformaci6n integral con respecto al operador diferencial 

fraccionario B 
{3
=t-{3oPtP-a.+lDta.+{3-P, con p, a. y (3 nfuneros reales. 

P.a., I 

Proposici6n 12. -

SI p es un numero real tal que n-l<p:5n, nelN, y si f(t)  es una 

funci6n (n+l )-veces diferenciable en (0,00) que verificc: 

i )  1 O(t-{3+n-A ) 
f(t)-

OCt -(3-a.+ l +n-A) 
si a.-DO 
si a.-l:50 

para alg[un A (O:5A<I) . 

ii)  

J?... 
f(t)=O ect , ( P+ l ) 

En estas condiciones se tiene: 

Demostraci6n: 

cuando t ... 00, 

00 
R (P > {B f(t) }=J W (st)t-{3oPtP-a.+lDta.+{3-Pf(t )dt= a. , {3 p,a.,{3 0 p,a.-l,f3 I 

00 
=J t -{3W (st)DnIn-ptp-a.+Tha.+{3-Pf(t)dt. 

o p,a.-l.{3 

(5 . 1 ) 

(5 . 2 ) 

(5. 3)  

(5 .4)  

p-a.+l a.+{3-p Como quiera que t Dt f(t )- 0, cuando t-. O. se puede apUcar 

(2. 11) y el ultimo miembro de (5. 4)  queda [t -{3W (st)�-PDntP-a.+Tha.+{3-Pf(t )dt. 
o P,a.-l,{3 

Y, por (2. 13 ) ,  

Jill Kn-pt -f3W (st)DntP-a.+lDta.+{3-Pf(t )dt. p,a.-l,{3 o 

Integrando ahora (n+1 )-veces por partes se llega a: 

� (-u'-lA +(_1 )�+H)n+lJlllta.+f3-PDtP-a.+loPt-{3w (st)f(t)dt L 1 It p,a.-l.{3 l �  0 (5 .5)  
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donde 

1 25 , :j 

A = [(On-Itp-a+IOta+/3-PHOI-IKn-pt -/3W . (st)] co 
=0, i=1,2,3,  . . .  ,no  1 ��� o 

B= [(ta+/3-Pf (t » ) (tp-a+IOpt -/3W (st) )] co 
=0 K p,a-I,/3 o 

en virtud de (1 . 6 ) ,  ( 1 .7 ) ,  (5. 1) , (5 .2)  y (2. 6). Por tanto, teniendo en 

cuenta ( 2. 17 ) ,  resulta 
co 

psPJ W Q(st)f(t)dt=p�R ( P �{f(t ) .  
o . p,a-l,,.. . a , ,.. 

Este resultado se generaliza en la siguiente. 

Proposici6n 13. -

Sea n-l<p:sn, nelN, y sea f(t) una funci6n k(n+l )-veces 

diferenciable en el intervale (O,co) tal que: 

i l  i O(tkn-/3:"A) . . s i  a-DO 
f(t)- . , cuando t ... 0+ 

O(tkn+ l -a-/3-A
) si a-l:s0 

para alg11n A (O:SA<I ) .  

iil  

L 
f(t)=O ect 

, ( P+ I) 
cuando t- co. 

Entonces, se verifica: 
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