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SOBRE EL AUTOVALOR PRINCIPAL DEL PROBLEMA 

DE NE�N CON PESO 

(*) (**) 
R. BURACIDK Y A. MAESTRIPIERI 

I N T R O D U C C I O N 

Co n s ideramo s e l  pro b l ema d e  Neumann : 
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- - - . N dond e n c ·· R e s  un dom in ic a c d't ado d e  borde suav e , a n . .t e s  un 

operador  d i f er enc i a l un i formement e e1 1pt ico  en n ,  de l a  fo rma 

( 2 ) .eu 
N a 2u L a . .  a a . . 1 1J x .  x .  1 , J = J 1 

c o n  c o e f ic i ent e s  a va l o r e s  r ea l e s  p ert enec i en t e s  a C 6 (IT) 

( 0  < 6 < 1 ) . Supon emo s qu e a . .  = a . . y m E C (IT) e s  una func i6n 1 J J 1 
d ada  a va l o r e s  r ea l e s  y A E R (6  C) e s  e l  param e t r o  autova l o r . 

ob s erv emo s qu e A = 0 Y u = 1 s o n  un au tova l o r  y una auto fun ­

c i6n po s i t iva , r e s p e c t ivament e ,  d e  ( 1 ) . 

* T r a b a j o p a r c i a l m en t e s u b s i d i a d o  p o r  l a  C I C  d e  l a  P c i a .  d e  
Bu e n o s A i r e s . 

. 

* *  T r a b a j o p a r c i a l m en t e  s u b s i d i a d o  ' p o r  C O N I C E T . 
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He s s  y 8 enn [3 ]  o b tuv i eron , c entr ando s e  en 1a a p 1 i c a c ion  d e l  

t eo r ema d e  Kr e in - Rutman a 1  probl ema ( 1 ) ,  l o s  s i gu i en t e s  r e sul ­

t ado s : 

8 i  m c amb i a  d e  s igno en n y cump 1 e  qu e I n mw f 0 ,  dond e  W e s  

una c i er ta  func ion a s o c iada a 1  probl ema , entonc e s  ( 1 ) adm i t e 

un un ico  autova 1 0 r  A I (m)  f o que t i ene una auto fun c ion po s i t i ­

va . Ad ema s A I (m)  t i en e mu1 t ip 1 ic idad uno , y s i  A I (m)  > 0 y 
� E C e s  o t r o  autova 1 0 r con Re � > 0 ent onc e s  Re � � A I(m) ( s im i -

1 arment e s i  A I (m)  < 0 ) . 8 i  I mw = 0 entonc e S � A  = 0 e s  e 1  un i -n . 
c o  autova 1 0 r  d e  auto func ion po s i t iva . 

Go s s e z y Lam i Do z o  [ lJ  o b t uv i eron , para e 1  probl ema ( l ) p ero  

c o n  c o nd i c ion e s  d e  bo r d e  Dir i c hl et , e1  s i gu i ent e r e su 1 t ad� : 

8 i  m e s  po s it iva en a 1 gun punto  d e  n ,  entonc e s  en 1 a  r e c t a  v er 

t ic al Re z = A  1 no hay .o t r o s autova 1 0 r e s , dond e A l e.s e 1  aut ova 

lor pr inc ipal po s i t ivo , mej o r ando un r e su 1 t a do ant er ior  d e  Hess 

y Kato [ 2 ] , en e1 qu e s e  e s t a b 1 e c 1 a  1a ex i s t enc ia de A I , y en 

e1 qu e s e  prueba que s i A E C es o t r o  autoya 1 0 r , cOIl Re A �. 0 , 
entonc e s  Re A � A I ' 

Ba sandono s en e 1  t r a b a j o d e  Go s s e z - Lam i DO zo , o b t endr emo s un 

r e su1  t ado s im i l ar  para e 1 · c a so Neumann . 

Para e s t ab1 ecer  nu e s t ro r e su 1 tado pr int ipa 1 d ir emo s que una 

func ion w E C 3 (IT) es adm i s i b 1 e s i : 

w > 0 en IT aw = 0 en . a n  an £w � 0 en I nt { m  

donde {m  = O }  abr ev ia e 1  conj unto { x  E n :  m (x )  = O J . 

Defin imo s 

s i  In m$ f 0 ,  1 1 amar emo s A l a A 1 Cm) e1  autova10r y u 1 a 1 a  

autofunc ioti po s it iva con n U l n � = 1 .  

O }  

TEOREMA 1 .  Sea w una funci6n admisib l,e t a l,  que P _ Cw}  <; P + Cw ) . 

En tonces l,a banda P _ Cw )  <; Re A <; P + (w ) no con tiene auto'Va l,o­

res� a me nos qu� w sea un md l, tipio posi ti'Vo u 5 1 0 u 1 . 
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Como cons ecuenc ia del  T eor ema t enemo s : 

TEOREMA 2 .  Supo n g amo s I
n 

m� # 0 y w una fun c i 6 n  a dm i s i b l e  n o  

c o n s t an t e ,  ta l q u e  P _ (w ) < A I ' d o n d e  A l e s  e l  Q n i a o  a u t o va l o r  

no  nu l o  c o n  a u t o fu n c i 6 n  p o s i t i v a  u 1 de ( 1 ) .  En t o n c e s  

P+ (w)  < A I ' a m e n o s  q u e  w s e a  u n  mQ l t ip l o  p o s i t i v o  d e  u 1 . 

TEOREMA 3 .  Se a f n m� # 0 , e n t o n c e s  e n  la r e c t a  v e r t i c a l  Re (z)  = 

= A l Y e n  la  r e c ta Re z = 0 ,  n o  hay o tro s a u t o v a l o r e s  de ( 1 ) .  

TEOREMA 4 .  Si I
n 

m� < 0 ,  e n t onc e s  A l 

y P _ (w )  < A I } .  

sup{ P+ (w ) /w a dm i s i b l e  

Lo s t eorema s 1 , 2 , 3 y 4 s erln probado s en l a  Secc i6n 1 .  

1 .  D E M O S T RA C I O N D E  L O S  T E O R E M A S  1 , 2 , 3  Y 4 .  

Dem o s tra c i on de l T e o r ema 1 :  

Sea A E C un autova lor  de  e l ) y sea  u una auto func i6n a valo ­

r e s  compl ej o s  d e  autovalor A .  Por t eorema s de  r e gular idad r e -

sul ta u E C 2 +8 (n) . 
2 -S ea v = u / w , r e sul t a  que v E C (n ) , y operando obt enemo s 

( 2 ) .£ 1 (v )  + [ (£ - Am) w ] ( v ) = 0 , donde 

N a2 N a N 
£

1 = -w I a . .  --- + w  I a - - 2 I l.J ax . ax . i ax . i , j = l l. J i= l l. i , j  = 1 

e s  un iformemen t e  el ipt ico por s er w > 0 en IT y 

( 3 ) 

De ( 2 )  Y ( 3 )  r .e sulta : 

( 4 ) 2 2 N 
£ l ( l v l ) = - 2 [ (£ - Re Am) (w) ] I v l - 2w I a . .  

i , j = l l.J 

pw a a . .  ax . ax . l.J J l. 

av ali 
ax . ax . en n . 

l. J 
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Supongamo s que P _  = P _ (oo ) ".;; Re A "';; P + (oo ) P+ . 

De  l a  defin ic i6n d e  P _ obt enemos 

(£ - Re A m) (00) � 0 en n. 

Entonc es , d educ imo s de ( 4 )  

( 5 )  2 � av av I 1 2 £ I ( l v l ) ".;; - 2 00 Jo . aij ax:- ax . ".;; - 2w�o 'Iv ".;; 0 
1 , J 1 J 

en n , 

donde � o > � e s  la cons tant e d e el ipt ic idad d e  £ en n . 

Apl icando e l  pr inc ip io de  max imo , r e sulta  que I v  1 2 alcanza  su 

max imo M, en a l gun punto Xo E a n , y s i  I v l 2 no es cons tant e ,  

( 6 ) a 1:/ (xo ) > 0 apl icando a £ 1 el pr inc ip io de maximo [4 ] . 

Supongamo s I v  1 2 constant e en n , entonc e s  por ( 5 ) , t enemo s que 

v = a , a E C, en IT, con a , 0 ,  pue s  u es una auto func i6n no nu 

l a . Re sulta  00 = a- Iu una auto func i6n de  ( 1 ) correspond ient e a 

A ,  como 00 e s  r ea l  resul ta  A E R .  S i  A = 0 ,  entonc e s  oo. e s  cons ­

tant e ,  apl icando d e  nuevo el  pr inc ip io d e  max imo . 

S ea A > o .  Supongamo s pr imero que In m� < o .  Resul ta , usando 

el r e sultado de He s s  y S enn [ 3 ] , 00 = aU l con a > O .  Si I
n 

m� > 0 ,  

entonc e s por el  mi smo r e sultado , ex i s t e  un un ico autovalor  

A l < 0 de  auto func i6n po s it iva . Ab surdo , al s er A > O .  F inal -

ment e s i  In m� • 0 entonc e s  0 e s  el  6n ico autovalor que t i ene 

una autofunc i6n po s itiva , contrad ic i endo A > O .  

Analo gament'e , s i  A < 0 ,  r e sul ta 00 un mul t iplo  po s it ivo de  u l . 

S i  I v  1 2 no e s  con stant e 

en contrad icc i6n con ( 6 ) . 
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Demo s tr a c i o n  de l Teorema  2 :  

S i  P + < P _ , e l  r e su l t ado s igue . Supongamo s 

s i  A l  > P + no hay nada que d emo s t r a r , y s i  

e l  T eo r ema 1 ,  r e su l t a  W = aU l ' c o n  a > 0 y 

Demo s t r a c i o n  de l Te o r ema 3 :  

Ana l o ga a l a  d e l  Teor ema 1 .  

Demo s trac i o n  de l Teorema  4 :  

P + 

A l 
P 

� P _ , 

.;;;; P + , 
= P + . 

entone e s  

a p l i eando 

Dada m E C en) , ex i s t e  una sue e s i6n de ·fune ion e s  { m . } . N ' J J E: 

m .  E cB Cli) , t a l e s  que m .  d ee r e e e  uniformement e a m .  J J 
Podemo s suponer in m

j
� < O .  S ea A l (m l ) > 0 e l  autovalor pr ine! 

pal  e o r r e s pond i ent e al pro b l ema ( 1 ) con p e s o  i gual a m I ' Como 

m r > m ,  .entone e s  A l (m l ) < A l em )  ( [ 3 ] , Prop . 4 ) . 

Sea P o  tal que 0 < P o < A l (m l ) < A l (m) , e o n s i d e r emo s e l  pro b l �  

rna : 
en n ,  

en a n . 

La t eo r la de Sehauder garant i z a  l a  ex�s t enc ia d e  una finiea s o ­

lue i6n w I E C 3+B (li) , qu e re sulta e s tr ictiment e  po s it iva en IT 
( [ 3 ] , L ema 8 ) . 

Como £ w1 � 0 en int{m1 = O J , entone es w l e s  admi s ibl e .  
S i endo P _ (w l ) .;;;; P o < A 1 (m l ) ,  por e l  Teor ema 2 ;  P + (w l ) < A l ( m l ) ; 

t en emo s entone e s  que : 

D e f in imo s wk y Pk induet ivamente : 

en . n ,  

en a n , 
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C l a r ament e ,  P k - 1 < Pk < A 1 (mk ) < A 1 (m) . L a  suc e s i6n P k conv er -

1 g e  entonc e s  a alg1Jn v a l o r  P � A l (m) . E s t o  imp l i c a  qu e inf 
{mk>O } mkw k 

t i end e a c ero con  k .  De  donde r e su l t a  que 

S e a  
w k . 

w k = I I w k l l  • 
T en emo s qu e  

e n  n 

l im I I W kl l  = 00 . 
k-+oo 

o en a n  , 

{ Wk } k E N e s  aco t ado ' en C
1 + 6  CIT) (por  t eo r ia e l 1pt i c a  s t andard ) . 

Tomando una sub suc e s i6n s i  e s  nec e s a r io , w k c o nv e r g e a W en 

C (IT) .  

Con s id e r emo s aho r a  e l  o perador ( L + 1 ) - I , d e f in ido en [ 3 ] . 

( L + 1 ) - I
: c eIT) --+ c eIT )  e s  c o nt inuo con l a  norma un iio rme , 

- - 1 ( L + 1 ) v er i f i c a  ( L + 1 ) w k = ( Pk_ 1 mk + 1 ) w k + rrw-u . 
. " k 

Re sul t a  entdnc e s Lw = Pmw , con w > 0 en IT y P >  O .  S e  t i en e 

que P = A 1 (m) y w = u 1 ( [ 3 ] , Teor ema 2 ) .  

Dar emos , a cont inuac i6n , un ej emp l o  d e l  probl ema d e  N eumann con  

p e s o . 

Cons id er emo s el  pr o b l ema 

{ -U I I = Amu 

u '  e O )  = u ' (Vi) 
dond e m lx )  = 2x 2  - c o t g (x 2 + i) . 

( * ) 
= 0 , 

Resul t a  m E C eIT) , m c amb ia d e  s i gno en n y I
n 

m < 0 ,  

u (x )  = s en ( x 2 + i) e s  s o l uc i6n d e  ( * ) d e  autova l o r  A 2 . 
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