Revista de Ia
Unién Matemitica Argentina 174
Volumen 36, 1990.

SOBRE EL AUTOVALOR PRINCIPAL DEL PROBLEMA

DE NEUMANN CON PESO

(*) *k
R. BURACHIK v A. MAESTRIPIERI

INTRODUCCION

Consideramos el problema de Neumann:

Lu = Amu en Q

Ju _
@D) n = 0 en 39

donde Q C RY es un dominio acotado‘de borde suave, 3Q. £ es un

operador diferencial uniformemente eliptico en @, de la forma

32u N Ju
aij 90X . 9X. * .Z 3i 3x
j i i=1

(2) Lu = -

.~

i,j=1 i
con coeficientes a valores reales pertenecientes a Ce(ﬁ)

(0 <6 < 1). Suponemos que aij =a., yme C(R) es una funcidn

5
pe)

dada a valores reales y x € R (6 C) es el pardmetro autovalor.

Observemos que A = 0 y u = 1 son un autovalor y una autofun-
cidn positiva, respectivamente, de (1).

* Trabajo parcialmente subsidiado por la CIC de la Pcia. de
Buenos Aires.

** Trabajo parcialmente subsidiado por CONICET.
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Hess y Senn [3] obtuvieron, centrandose en la aplicacidn del
teorema de Krein-Rutman al problema (1), los siguientes resul-
tados:

Si m cambia de signo en @ y cumple que JQ my # 0, donde ¢ es

una cierta funcidén asociada al problema, entonces (1) admite
un Gnico autovalor A;(m) # 0 que tiene una autofuncidén positi-
va. Ademis Al(m) tiene multiplicidad uno, y si A;(m) > 0 y

A € C es otro autovalor con Re A >0 entonces Re )\>>\1(m) (simi-
larmente si }l(m) <0). Si JQ my = 0 entopces’x = O‘es el Gni-

co autovalor de autofuncidén positiva.

Gossez y Lami Dozo [1] obtuvieron, para. el problema (1) pero
con condiciones de borde Dirichlet, el siguiente resultado:

Si m es positiva en algin punto de @, entonces en la recta ver
tical Rez = A; no hay otros autovalores, donde XA; es el autova
lor principal positivo, mejorando un resultado anterior de Hess
y Kato [2], en el que se establecia la existencia de X;, y en
el que se prueba que si A, € Ces.otro autovalor, con ReXx= 0,
entonces Re A = Ap-

Basandonos en el trabajo de Gossez-Lami Dozo, obtendremos un
resultado similar para el caso Neumann.

Para establecer nuestro resultado principal diremos que una
funcién w € C3(Q) es admisible si:

w>0 en & , %% =0 en. 2Q , Lo 20 en Int{m = 0}

donde {m = 0} abrevia el conjunto {x € Q: m(x) = 0}.

Definimos
: Lw . Lw
P_(w) = sup =— P, (w) = inf =—
{m<0} ™ * {m>0} ™

si JQ my # 0, llamaremos Al a Al(m) el autovalor y u; a la

autofuncién positiva con lu Il ="1,
1] o

TEOREMA 1. Sea w una funeidn admisible tal que P_(w) < P, (w).
Entonces la banda P_(w) < Re) < P,(w) no contiene autovalo-

res, a menos que w sea un miltiplo positivo u =1 0 u,.
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Como: consecuencia del Teorema 1 tenemos:

TEOREMA 2. Supongamos IQ my # 0 y w una funcidn admisible no

constante, tal que P_(w) < A, donde A\| es el unico autovalor
no nulo con autofuncibén positiva u; de (1). Entonces

P,(w) <Xy, a menos que w sea un miltiplo positivo de uj.

TEOREMA 3. Sea jQ my # 0, entonces en la recta vertical Re(z)=

= Al y en la recta Rez = 0, no hay otros autovalores de (1).

TEOREMA 4. 5<% IQ my < 0, entonces Al = sup{P,(w)/w. admisible
y P_(w) < Xl}.

Los teoremas 1,2,3 y 4 serdn probados en la Seccién 1.

1. DEMOSTRACION DE LOS TEOREMAS 1,2,3 Y 4.

Demostracidn del Teorema 1:

Sea A € C un autovalor de (1) .y sea u una autofuncién a valo-
res complejos de autovalor A. Por teoremas de regularidad re-

sulta u € C2+e(§).

Sea v = u/w, resulta que v € Cz(ﬁ), y operando obtenemos

(2) £1(v) + [(L - xm)w](v) = 0., donde

N 2 N 3 N w3

a,, s0m—t W ) A, m—-2 ] A,
i,5=1 ij axiaxj jop 1 Bxi g1 ij axj axi

es uniformemente eliptico por ser w > 0 en Q y

(3)  £,(Jv]%) = £,@0) =uL, @) +TLE) - 2w ]
! '1!J=

N BB
1 H X, ax,

De (2) y (3) resulta:

N
2 2 ‘ ov.. v
(€D)] -cl(lvl ) = '2[(£ - Re Mm) (w)] Ivl - 2w izj=]_ aiJ. g-)q-a—x: en Q.
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Supongamos que P_ = P_(w) < ReA <P, (w) = P,.
De la definicién de P. obtenemos
(L - Re Am)(w) =0 en Q.
Entonces, deducimos de (4)
2 v v 2
(5)  £,(v|") < -Zmizj a Fiﬁ=<-2m10|v»| <0 en Q)

donde uy > 0 es la constante de'elipticidad de £ en Q.

Aplicando el principio de mdximo, resulta que |v|2 alcanza su

maximo M, en algGn punto x, € 3Q, y si |v|2 no es constante,

0

2 .
(6) é%%}— (xo) > 0 aplicando a £1 el principio de miximo [4].

2
Supongamos |v|° constante en R, entonces por (5), tenemos que
v E‘a,va € C, en‘ﬁ, con a # 0, pues u es una autofuncién no nu

la. Resulta w = o ‘u una autofuncién de (1) correspondiente a
A, como w es real resulta A € R. Si A = 0, entonces w es cons-
tante, aplicando de nuevo el principio de méximo.

Sea A > 0. Supongamos primero que IQ my < 0. Resulta, usando
el resultado de Hess y Senn [3], w = ou; con ¢ > 0.Si L)“w >0,

entonces por el mismo resultado, existe un Ginico autovalor

A, < 0 de autofuncidn positiva. Absurdo, al ser A > 0. Final-
mente si JQ my = 0 entonces 0 es el Ginico autovalor que tiene

una autofuncidén positiva, contradiciendo A > 0.

Andlogamente, si A < 0, resulta @ un maltiplo positivo de u;.

Si |v|? no es constante

L2
: avn (xg)

2l xg) = (357 + 50 (xp) = 2Re(BIM) (xy) =

v
2Re(7(g%m - g—ﬁu)) (xg) = 0
w

en contradiccidén con (6).
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Demostracidén del Teorema 2:

Si P, <P_, el resultado sigue. Supongamos P, = P_, entonces
si Ay > P, no hay nada que demostrar, y si \; <P,, aplicando

el Teorema 1, resulta w = ou;, con o >0y P_=P,.

Demostracién del Teorema 3:

Andloga a la del Teorema 1.

Demostracién del Teorema 4:

Dada m € C(2), existe una sucesién de funciones {mj}jeN"

mj € Ce(ﬁ), tales que mj decrece uniformemente a m.
Podemos suponer [Q,mjw < 0. Sea xl(ml) > 0 el autovalor princi

pal correspondiente al problema (1) con peso igual a m;. Como
m, > m, entonces Al(ml) < Al(m) (3], Prop.4).
Sea Py tal que 0 <Py <A (m) < Al(m),:consideremos el proble
ma: ' R ’

(£ - Poml)wl =1 en )

Bwl

—-— =0 en 30.

on ) o

La teoria de Schauder garantiza la existencia de una finica so-

3+6

lucién w; € C (%), que resulta estrictamente positiva en 0

([3]1, Lema 8).
Como £w1 >0 en~int{m1 = 0}, entonces w1~es'admisib1e.

Siendo P_(w;) <Py < Ap(my), por el Teorema 2, P,(w;) < Aj(my);
tenemos entonces que:

P0 < P_. + inf 1

—— = P,(w,)
0 {n,>0} ™11 1

Pv1 < Al(ml).

Definimos w, y P, inductivamente:

[(£ - Pk_lmk)qk =1 en ¢,

Bwk

—a—n— =0 en aQ,

N
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) =P .+ inf
k k-1 {mk>0}

m, w

kTk

Claramente, Pk—l < Pk < Al(mk) < Xl(m). La sucesidn Pk conver-

ge entonces a alglin valor P <,A1(m). Esto implica que inf 1
{me>0} ™%k
my

tiende a cero con k. De donde resulta que 1lim HwkH = o,
3 wk k>
Sea w, = ——— . Tenemos que
L
Lo, =P, mw, *+ _1_ en Q
k k=1"kk © Jlwgll ’
0,
1% _
an 0 en 3aQ ,
{Jk}kaN es acotado en Cl+e(§) (por teoria eliptica standard).
Tomando una subsucesidn si es necesario, &k converge a w en
c().

Consideremos ahora el operador (L+1)—1, definido en [3].

(L+1)—1: C(%) — C(R) es continuo con la norma uniforme,

. . ~ = @ 1
(L+1) verifica (L+1)wk = (Pk_1mk+1)wk * lwell

Resulta en;onces'Lw = Pmw, con w >0 en @ y P> 0. Se tiene
que P = Al(m) y w = u, ([3], Teorema 2).

Daremos, a continuacién, un ejemplo del problema de Neumann con
peso.

Consideremos el problema

-u" = Amu en (O,V§) =Q
(*)
w - uwdfp o,
donde m(x) = 2x? - cotg(x2 + %).

Resulta m € C(R), m cambia de signo en Q y I m<o0,
Q

u(x) = sen(x2 + %) es solucibén de (*) de autovalor X = 2.
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