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SOLUCION ANALITICA NUMERICA DE SISTEMAS ACOPLADOS 

lMPLICITOS DE ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES 

LUCAS JODAR y MATILDE LEGUA 

Abstract. In this paper analytic numerical solution for sys­

tems of coupled second order partial differential equations 

are considered. Starting from an exact infinite series solu­

tion we construct finite approximate solutions whose error 

in a bounded finite domain is upper bounded in terms of the 

data. 

1 6  

l. INTRODUCCION. Muchos sistemas fisicos s�n modelados median­

te un sistema acoplado implicito de ecuaciones del tipo 

AU (x,t)-Ut(x,t)=O, O< x <p, t>O xx 
U(O,t)=T1, U(p,t)=T2, t>O, 

U(x,O)=f(x), O;;; x � p, 

(1. 1) 

(1 .2) 

(1.3) 

donde A es una matriz compleja en �mxm' y la incógnita U y los 

T1,T2 y f toman valores en �m, [ 3 ] , l9 ] Sistemas del tipo (1.1)-

(1.3) para el caso en que la matriz A es singular aparecen en 

las ecuaciones de conducción de nervios de Hodgkin-Huxley,[13,12] 
El objetivo de este articulo es construir soluciones anali­

ticas numericas y cotas de error de las mismas para sistemas del 

tipo (1.1)-(1.3), donde A es una matriz singular cuyos valores 

propios a(A)={;\; 1� i �  s} U {Sj; O �j � r} satisfacen las propiedades 

0<Re(A1) � Re(A2)� ... �Re(A );Re(S.)=O y m(S.)=m.=l , O � j � r (1.4) s J J J 
donde m( S.)=m. denota el indice del valor propio S. de A, que . J J J 
recordamos que es el menor entero positivo m. tal que el núcleo 

m )m ·+1 J , . [ ] 
de ((3

jI-A) j coincide con el de (SjI-A J , vease 4,p.556 • 

En la sección 2 obtenemos una solución en serie del problema me­

diante un método de separación de variables matricial. Las solu-

-----------
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ciones analíticas numéricas se construyen en la sección 3. Repre-
sentaremos por 1 la 
en (!; denotaremos mxm 

matriz identidad en (!; y para una matriz A mxm 
por AH su transpuesta conjugada y por I IA I ! ,el 

máximo del conjunto { lz l-!; z valor propio de AHA} ,véase [ll ,p.21]. 
Problemas del tipo (1.1)-(1.3) para el caso donde T1=T2=0 y A 

es una matriz invertible cuyos valores propios tienen parte real 
estríctamente positiva, han sido estudiados recientemente en [7] . 

2. SOLUCION EN SERIE DEL PROBLEMA. Consideremos funciones vecto­
riales U(x ,t) de la forma 

U(x,t)=T(t)X(x) (2.1) 
donde T(t)E(!;mxm' X(X)E(!;m, A  es un número real positivo y satisfacen 

X'1X)+ A 2X(X)=0, X(O)=X(p)=O, (2.2) 
y 

(2.3) 
entonces U(x,t) definida por (2.1) satisface 
AU (x, t) -Ut (x, t) =AT (t) X" (x) -T' (t) X (x) =- A 2 AT (t) X (x) +A 2 AT (t) X (x)=O xx 
De acuerdo con la definición introducida en [6] ,el par de funciones 

{cos(AIx),sen�Ix)} define un conjunto fundamental de soluciones de 
la ecuación X"(x)+ A2X(X)=0, y por tant�, su solución general torna 
la forma X(x)=cos( AIx)d1+sen(A Ix)d2),donde d1,d2 son"vectores ar­
bitrarios en (!;m' Imponiendo a X(x) las condiciones de contorno de 
(2.2) se sigue que 0=X(0)=d1, 0=X(p)=sen( AIp)d2, De aquí,existen 
soluciones no triviales de (2.2) si d210, lo que quiere decir que 
la matriz sen( AIp) debe ser singular. Por el teorema de la aplica­
ción espectral [4,p.569] , A debe verificar sen(A p)=O, es decir, 

(2.4) 
En consec uenc ia, para c ualq uier vec tor d E(!;m ,la suces ión de func io­
nes 

X (x)=sen(fi'lTxI/p) d, n (2.5) 
satisface (2.2). Tomando los valores de A dados por (2.4) y resol­
viendo la correspondiente ecuación (2.3), obtenernos la sucesión de 
soluciones 

2 T (t)=exp(-(n�/p) At) n (2.6) 
de (2.3). Por construcción hemos obtenido una sucesión de so lucio-
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nes de (1.1)-(1.2), dadas por 
2 U (x,t)=exp(-(nn/p) At)sen(nnxI/p)d , n n 

Ahora consideremos el problema de contorno 
AY'1x)=0, Y(0)=T1, Y(p)=T2, y (X)E (!; , m 

(2.7) 

(2.8) 
siendo Y(x)=(T2-T1)x/p+T1, una solución del mismo. Si consideramos 
el cambio 

U(x,t)=Y(x)+W(x,t), (2.9) 
con el fin de resolver el problema (1.1)-(1.3), es suficiente to­
mar valores de d Ea; tales que n m 

2 W(x,t)= ¿ exp(-(nn/p) At)sen(nnxI/p)d , n<:1 n 
satisface 

W(x,0)=f(x)-Y(x)=f(x)+(T1-T2)x/p-T1 

(2.10) 

(2.11) 
Nótese que tomando t=O en (2.10), y suponiendo la convergencia de 
la serie, los vectores d tienen que verificar que n 

f (x ) + ( T 1-T 2 ) x / p -T 1 = ¿ s e n ( nn xl / p ) d 
n<:1 n (2.12) 

Ahora, si suponemos que f(x) es una función dos veces continuamen­
te diferenciab1e, como sen(nnxI/p) es una matriz diagonal, del co­
rolario 1 de [ 2,p.9S] ,la serie de Fourier de senos de g(x)=f(x)-T1+ 
(T1-T2)x/p, con 

P 
d =(2/p)f sen(nnxI/p)g(x)dx, n<:1 (2.13) n O 

con ver g e a g ( x) par a cad a x E [O , p] . Por 1 o tan t o h e m o s o b ten ido u n a 
solución formal U(x,t) del problema (1.1)-(1.3). Ahora demostrare­
mos que W(x,t) definida por (2.10),(2.13), es de hecho una solución 
de (1.1)-(1.2) que satisface la condición inicial (2.11), suponien­
do que la matriz A satisface la condición (1.4). 
Sea t > 0, 6>0 con 0<6 < t , y sea el rectángulo B(t ,6)= [0,p]x [ t -6, o o o o 

t +6 ] . Demostraremos que la serie vectoriat (2.10),(2.13), es uni­o 
formemente convergente en B(t ,6) y que admite derivación parcial, o 
calculables mediante derivación t�rmino a t�rmino, dos veces con 
respeéto a x, y una vez con respecto a t, para (x,t) EB(t ,6). , o 
Fijemos t>O y conside,remos la función de variable compleja z ,  hn(Z) 

=exp(-(nn/p)2tz ). Por el teorema 8 de [4,p.S69], tenemos que 
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h (A)=exp(-(nn/p)2tA)= n 
mi-l k r 2 ¿; (A- A.I) E(A.)h.k(n)/k! + ¿; exp(-(rín/p) tS.)E(S .) 
k=O 

l l l 
j =0 J J (2 .14) 

donde E(A .),E(S.) representan las proyecciones espectrales tales 
l J m. 

que 1m E(A. )=Ker(A-A.I) l e 1m E(S.)=Ker(A- S.I) respectivamente, [4, 
l l J J . 

p . 559] , [S,p.319] , y 

h.k(n)=(nn/p)2k(-1)kexp(-(nn/p)2tA.)tk (2.15) 
l l 

Como g(x) es dos veces continuamente diferenciable, los coeficien­

tes d satisfacen n 2 I l dn l l � (ap/n2)n- , a=sup{ I l g"(x)1 1 ; O �x �p}, n;;:l (2. 16) 

De aqui y de (2.10),(2.14), la serie que se obtiene de (2.10),(2.l3) 

converge si cada una de las siguientes series converge 

V.k(x,t)= ¿; (A- A.I)kE(S.)h.k(n)sen(nnx/p)d /k!, 
l n;;:l l l l n 

2 
V .(x,t)= ¿; exp(-(nn/p) t S.)E(S .)sen(nnx/p)d , J n;;:l J J n 

par a 1� i� s, O � j � r, O� k� m . -1 . 
l 

Sean ahora constantes C ., C. k tales que J l 

Cj
;;: I ! E(S

j
)11 ; Cik ;;: I I CA- \n k

EOi) I I /k! , 

(2.17) 

(2.19) 

(2.20) 

entonces de (2.16),(2.19) y (1.4), se sigue que para (x,t)E:B(to'o) 

2 . 2 -2 ¿; I lexp(-(nn/p) t S.)E(S .)sen(nnx/p)d 11 � C .(ap/n ) ¿; n . 
n;;:l J J D J  n;;:l 

I I CA-A.I)kE(S.)sen(nnx/p)h·k(n)d /k! 11 � 
l l l n 

2 2k . k 2 -2 �C.k(pa/n )(nn/p) (t +0) exp(-(nn/p) (t -0)Re(A1»n 
l o o 

(2. 21) 

(2. 22) 

De (2.21),(2. 22) se concluye que la serie (2. 10),(2.13) converge 

absoluta y uniformemente en B(t ,o), y que por tanto define una o 
función continua para cualquier (x,t) con O�x�p, t>O. 

De los comentarios previos y del teorema 9.14 de [1 ] se sigue que 

las series cuyo término general se obtiene derivando término a tér­

mino, una vez respecto a t, y dos veces respecto a x, convergen 

absoluta y uniformemente en B(t ,o), y por tan o o 
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2 2 = ¿; (-A)(n7T/p) exp(-(n7T/p) At)sen(n7Tx/p)d 
n;;;l n 

a2 2 
W (x,t)= ¿; -2 (exp(-(n7T/p) At)sen(n7Tx/p)d )= xx n;;; 1 ax n 

2 2 =- ¿ (n7T/p) exp(-(n7T/p) At)sen(n7Tx/p)d 
n;;; 1 n 

Como el razonamiento local es aplicable a cualquier t > 0, el si­o 
guiente resul tado queda demostrado: 

TEOREMA l. Sea f(x) una funci6n dos veces contihuamente diferen­

ciable f: l o,p] --� (!; , y  sea A una matriz en (!; que satisface la m mxm 
propiedad (1.4). Entonces la funci6n 

donde W(x,t) viene dada por (2.10),(2.13), es una soluci6n del 

problema (1.1 )-(1.3) . 

3. SOLUCIONES APROXIMADAS Y COTAS DE ERROR. 

El teorema 1 asegura la existencia de soluci6n U(x,t) del problema 

(1.1)-(1.3), dada por (2.23). Desde un punto de vista computacio­

nal dicha soluci6n presenta dos inconvenientes. En primer lugar U 

viene definida por una serie infinita, y en segundo, el término 

general de ella involucra la funcibn matricial exponencial y su 

cálculo exacto requiere el conocimiento exacto de los valores pro­

pios de A,[10]. El objeto de esta secci6n es evitar esos inconve­

nientes partiendo de la soluci6n en serie U dada por el teorema l . 

Consideremos la notaci6n de la secci6n anterior y sean C,D, cons­

tantes positivas que satisfacen 

C ;;; max { Clo k' 1;;; i;;; s, O;;; k ;;;m ° -1}; D ;;; max {C o; O ;;;j ;;;r} , (3.1 ) l 
• J 

donde Cok,Co, estan definidas por (2.20). De aqui y de (2.14), si l J 
t> O s e ver i f i c a q u e 

Ilexp(-Cn7T/p)2At) 11 ;;; mCantmexpC-tbn)+(r+1)D=gn(t)+(r+1)D, 
donde 

a =(n7T /p)2m, n g (t)=mCa tmexp(-tb ) n n n 

(3.2) 

(3.3) 
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Nótese que 'g'(t)=mCa tm-1exp(-tb )(m-tb ), y que la sucesión bn n n n n 
crece con n. Si tE [t ,tI] con t 0, se sigue que g' (t)<O para t o o n 
en [to,t1] y m<tbn• Por tanto, si elegimos no tal que 

b > m/t (3.4) n o o 
entonces gn es una función decreciente de t en el intervalo [to,t1] 
para n¡;;n • De aquí y de (3.2) resulta que o 

(3.5) 

Ahora consideremos la sucesión de las n-�simas sumas parciales 
de la serie W(x,t) definida por (2.10),(2.13). esto es, 

n 2 W (x,t)= ¿ exp(-(kn/p) At)sen(nnx/p)dk (3.6) n k=1 
Te n i e n d o en c u e n t a (2. 16 ) , ( 2 • 10) , ( 2 . 13 ) , ( 3 • 5) Y (3. 6 ), si t o� t � t 1 
se verifica que 

2 IIW(x,t)-W (x,t)ll� ¿ Ilexp(-(kn/p) At)ll llsen(nTIX/p)dkll� n k>n 
2 -2 2 -2 � (pa/n ) ¿ gk(to)k +(pa/n )(r+l)D ¿ k , 

k>n k>n 
Sea S definido por 

S=(n/p)2t " o 
entonces de (3.3),(3.7) y (3.8), se sigue que 

IIW(x,t)-W (x,t)ll � n 

(3.7) 
n�n - o 

(3.8) 

(3.9) 
�(pa/rr2)D(r+l) ¿ k-2 +mC (pa/n2)( n/p)2m(t )m ¿ k2(m-l)exp(_Sk2) 

k> n o k> n 

Sean R1 Y R2 las constantes positivas definidas por 
2 2 2m m R1=(pa/n )D(r+l), R2=mC(pa/n )(n/p) (to) 

Si to�t�tl y n¡;;no' entonces de (3.9)-(3.11) se sigue que 

11 11 2 n -2 2(m-l) 2 W(x,t)-Wn(x,t) � R1(n /6 - ¿ k )+ R2 ¿ k exp(-Sk ) 
k=1 bn 

Consideremos la sucesión de números reales 
Z(k)=(2(m-l)logk)/k -k S, k¡;;1 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 
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y nótese que ?:(k)< O si y solamente si, 2 (log k)/ k  < S/(2(m-l)). Es 

evidente que Z(k) decrece para k�3 y que Z(k) tiende a _00 cuando 

k tiende a 00 • De aquí la siguiente constante está bien definida 

qo=sup {Z(k); k�3 Y Z(k)<O } 

De aquí y de (3.13), se sigue que 

y por tanto, para n�2, se tiene que 

(3.14) 

(3.15) 

¿ k2(m-1)exp(_k2S) ;;;; ¿ exp(kq )=(l-exp(q ))-lexp(q (n+1)) (3.16) 
k>n k>n o o o 

De aquí, si no está definido por (3.4), n�max(2,no)' y si O;;;;x;;;;p, to;;;;t;;;;t1, de 

(3.12) y (3.16) resulta que 

2 n 2 1 IIW(x,t)-W (x,t)11;;;; R1(7T / 6  - ¿ k- )+R2(l -exp(q ))- exp(q (n+1)) (3.17) n k=l o o 

Ahora estamos interesados en determinar los valores de n tales que 

IIW(x, t)-W (x, t)1 I sea más pequeño que un número prefijado €>O. Si n 
llamamos R3 a la constante definida por 

(3.18) 

entonces de (3.17) resulta que n debe satisfacer la desigualdad 

2 n _2 
R1(7T / 6 - ¿ k )+R3exp(q (n+1))<€ 

k=l o 

La desigualdad (3.19) se satisface si elegimos n tal que 

y 
2 n _2 R1(7T / 6 - ¿ k �€/2 

k=l 

Por tanto, podemos tomar n�n tal que o 

y 

El siguiente resultado queda demostrado: 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 

TEOREMA 2. Consideremos la hipotbsis y notación del teorema 1, sea 

€ > O P r e f i j a d o y s e a 0< t ;;;; t;;;; ti. S e a q de fin ido por (3. 14), y s e a.n . o o 
R1,R2, R3 definidos por (3.11), (3.18). Si n satisface (3.22) y no 
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est� defini�o por (3.4), entonces si W (x,t) est� definida por n 
(3.6), la función V (x,t) definida por n 

(3.23) 

es una solución aproximada del problema (1.1)-(1.3), cuyo error 
con respecto a la solución exacta U(x,t) obtenida en el teorema 1 
satisface 

El teorema 2 evita los inconvenientes computacionales del desarro­
llo en serie de la solución U(x,t) proporcionada en el teorema 1, 
sin embargo, la suma finita Vn(x,t) dada por el teorema 2, involu­
c r a 1 a m a tri z e x pon e n c i a 1 e x p ( -(k Tf! p ) 2 A t ). A h o r a e s tamo s in ter e s a -
dos en aproximar la exponencial matricial por sumas parciales apro­
piadas de su desarrollo de Taylor. Recordamos que si B es una matriz 
en (!; y Ur.(B) representa el mayor valor propio positivo de la ma-mxm . L 
triz hermítica (B+BH)!2, si y�O, entonces de [5, p.401] ,se sigue que 

Ilexp(yB)11 � exp(YW2(B» , y�O (3.24 ) 

Si q es un entero positivo, entonces de [5, teorema 11.2.4], tene­
mos que 

Il exp(-(kTf!p)2At)- i (-1)j(kTf!p)2jAjtj!j!ll� 
j=O 

2 �(m!(q+1)!)max { llexp(-(kTf!p) Ats)ll; O�s� l} 

Tomando y=ts, con O� s�l, 
tenemos que 

2 Il exp(-(kTf!p) At)- i (-1) j (k Tf! p ) 2 j A j t j ! j! 11 � 
j=O 

2 �(m!(q+1)!)exp(t1W2(-(kTf!p) A» 

(3.25) 

(3.26) 

Denot8mos por W (x,t) la suma finita obtenida cuando se substi­
tuye la matriz �� �onencial exp(- (kTfip)2At) por la q-ésima suma del 
desarrollo de Taylor,en W (x,t), n 
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(3.27) 

Deaqui y de (2.16),(3.6) y (3.26), si to ;:¡t;:¡ t1, O;:¡ x;:¡ p, se sigue 

que 

2 n 2 I l w (x,t)-W (x,t) II ;:¡(ap/1T )m/(q+1)! ¿ exp(t1]..l2(-(k1T/p) A)) n,q n k=l 
(3.28) 

De la definición de ]..l2(B) , está claro que ]..l2(B);:¡ IIB II , y por tanto 

tenemos que 

(3.29) 

De aqui y de (3.28), para encontrar el valor de q tal que el error 

de truncación Ilw (x, t )-W (x, t)11 sea menor que E ,  tenemos que to-n,q n 
mar q tal que 

1 2 n 2 1 
«q+1)!)- ;:¡ (E1T /apm)( ¿ exp«k1T/p) IIA ll t1))-

k=l 
(3.30) 

De 10 anteriormente dicho se concluye la demostración del siguien­

te resultado: 

TEOREMA 3. Consideremos las hipótesis y la notación del teorema 2, 

y sea q un entero positivo que satisface la condición (3.30). Si 

E>O, n satisface la condición (3.22) y W (x,t) está definido por n,q 
(3.27), n¡¡;max(2,n ) donde n viene definido por (3.4),t ;:¡t�t1,Q;:¡x;:¡ P, o o o 
entonces la función U (x, t) definida por n,q-

U (x,t)=(T2-T1)x/p+T1+W (x,t) . n,q n,q (3.31) 

es una solución aproximada del problema (1.1)-(1.3), cuyo error con 

respecto a la solución exacta U(x,t) dada en el teorema 1, satis­

face 

IIU(x,t)-U (x,t) II<2 E, uniformemente para O;:¡x;:¡p, to;:¡t;:¡t1 n,q 

NOTA. Si la matriz A que aparece en (1.1) es no singular y sus va­

lores propios tiene parte real estrictamente positiva, es decir, 

o(A)';"{ A.j 1ü;:¡s}, 0<Re(A1);:¡ • • •  ;:¡Re(A ), entonces las conclusiones 
1 - s 

de los teoremas 2 y � son válidas tomando R1=0. De este modo los 

re sul tad o s de es t e art ic ulo ext ienden 10 s incluido s en [7] . Es con-
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veniente hacer notar que la construcción de las soluciones aproxi­
madas suministradas por los teoremas 2 y 3 dependen de la informa­
ción espectral de A, la información que se necesita extá expresada 
en términos de cotas y no de la información espectral exacta. En 
efecto, obsérvese que en (3.3), Y1 es una cota inferior de la par­
te real de Al. Análogamente las constantes C y D en (3.1) dependen 
de cotas de los valores propios y de las normas de las proyecciones 
espectrales de A. Estas proyecciones espectrales se pueden acotar 
en norma utilizando su expresión en términos de la fórmula de Riesz­
Dunford y acotando la integral resultante, véase l4 ,p.555]. En 
relación con la accesibilidad de la hipótesis (1.4), tampoco se 
necesi ta la inf ormac ión e s pec tra1 d e A. En ef e.c to, en [141 se pr e­
senta un algoritmo para calcular el indice de los valores propios 
de una matriz . Finalmente, una vez obtenida la solución aproxima­
da mediante la suma finita (3.31), aunque depende de x y de t y de 
potencias de A, no es preciso repetir el cálculo de dichas poten­
cias al cambiar el instante temporal, porque utiliz ando lenguajes 
algebraicos simbólicos como REDUCE , MAC SYMA o MATHEMATICA, se pue­
trabajar simbólicamente con las matrices. Cabe destacar que en re­
lación con los métodos discretos clásicos �1 mé�odo propuesto en 
este artículo suministra la solución. analítica-numérica simu1tanea­
mente para (x,t) en una banda finita cualquiera con el error admi­
sible que se desee. Los métodos discretos no suministran cotas de 
error y no obtienen la aproximación más que en una malla finita de 
puntos. 
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