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SOLUCION ANALITICA NUMERICA DE SISTEMAS ACOPLADOS
IMPLICITOS DE ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

LUCAS JODAR y MATILDE LEGUA

Abstract. In this paper analytic numerical solution for sys-
tems of coupled second order partial differential equations
are considered. Starting from an exact infinite series solu-
tion we construct finite approximate solutions whose error
in a bounded finite domain is upper bounded in terms of the

data.

1. INTRODUCCION. Muchos sistemas fisicos son modelados median-

te un sistema acoplado implicito de ecuaciones del tipo

AUXX(x,t)—Ut(x,t)=O, O<x<p, t>0 (1.1)
u(o,t)=Ty, U(p,t)=T,, t>0, (1.2)
U(x,0)=f(x), Osx £ p, (1.3)

donde A es una matriz compleja en C y la incégnita U y 1los

Tl;sz f toman valores en Gm,[B],[ng. Sistemas del tipo (1.1)-
(1.3) para el caso en que la matriz A es singular aparecen en
las eéuaciones de conduccidn de nervios de Hodgkin—Huxley,[lB,lZ]
El objetivo de este articulo es construir soluciones anali-
ticas numericas y cotas de error de las mismas para sistemas del
tipo (1.1)-(1.3), donde A es una matriz singular cuyos valores

propios O(A)={Xi; léiés}U{Qﬁ 0gjsr} satisfacen las propiedades
0<Re(X1)§Re(A2)§...§Re(ks); Re(Bj)=0 y m(Bj)=mj=1, Osjsr (1.4)

donde m(Bj)=mj denota-eliindice-del\valor propio Bj de A, quev
recordamos que es el menor entero positivo m, tal que el niicleo
de (BjI—A)mj coincide con el de (BjI—A)mj+1,Jvéase [4,p.556] .

En 1la seccién 2 obtenemos una solucidn en serie del problema me-

diante un método de separacibén de variables matricial. Las solu-
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ciones analiticas numéricas se construyen en la seccidén 3. Repre-
sentaremos por I l1a matriz identidad en Gmxm y para una matriz A
enC _ denotaremos por PLEP transpuesta conjugada y por |[A] ,el
maximo del conjunto { |z|

[N

; z valor propio de AHA},véase [11,p.21].
Problemas del tipo (1.1)-(1.3) para el caso donde T1=T2=O y A
es una matriz invertible cuyos valores propios tienen parte real

estrictamente positiva, hansido estudiadosrecientemente en [7].

2. SOLUCION EN SERIE DEL PROBLEMA. Consideremos funciones vecto-

riales U(x,t) de la forma

U(x,t)=T(t)X(x) (2.1)
donde T(t)Emem,X(x)EGm,X es un natmero real positivo y satisfacen
X“(x)+A%X(x)=0, X(0)=X(p)=0, (2.2)
d 2
T (t)+A°AT(t)=0 (2.3)

entonces U(x,t) definida por (2.1) satisface

AU, (x,£)-U_(x,t)=AT(t)X" (x)-T" (£)X(x)==A2AT(£)X(x)+A2AT(t)X(x)=0

De acuerdo con la definicidn introducida en[6] ,el par de funciones
{cos(AIx),sen(A\Ix)} define un conjunto fundamental de soluciones de
la ecuacidn X"(x)+X2X(x)=O, y por tanté, su solucidn general toma
la forma X(x):cos(AIx)d1+sen(AIx)dz),donde dl’d2 son vectores ar-
bitrarios en Gm. Imponiendo a X(x) las condiciones de contorno de
(2.2) se sigue que O=X(0)=d1,

soluciones no triviales de (2.2) si dZ#O, lo que quiere decir que

0=X(p)=sen(XIp)d2. De aqui,existen

la matriz sen(AIp) debe ser singulaf. Por el teorema de la aplica-
cibn espectral [4,p.569], A debe verificar sen(Ap)=0, es decir,
A=nT/p, nzl (2.4)

En consecuencia, para cualquier vector de@m,la sucesién de funcio-
nes

Xn(x)=sen(nnx1/p) d, nzl (2.5)
satisface (2.2). Tomando los valores de A dados por (2.4) y resol-

viendo la correspondiente ecuacibén (2.3), obtenemos la sucesibnde

soluciones
T, (t)=exp(-(nn/p)’At) (2.6)

de (2.3). Por construccién hemos obtenido una sucesidén de solucio-
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nes de (1.1)-(1.2), dadas por
Un(x,t)=exp(—(nﬂ/p)2At)sen(nan/p)dn, dnsmm’ nzl (2.7)
Ahora.consideremos el problema de contorno
AY(x)=0, Y(0)=T,, Y(p)=T,, Y(x)C_, (2.8)
siendo Y(x)=(T2—T1)x/p+T1, una solucidén del mismo. Si consideramos
el cambio
U(x,t)=Y(x)+W(x,t), (2.9)
con el fin de resolver el problema (1.1)-(1.3), es suficiente to-

mar valores de d_€C tales que
n m
W(x,t)= Zlexp(—(nﬂ/p)zAt)sen(nﬂxI/p)dn, (2.10)
nz

satisface

W(x,0)=f(x)—Y(x)=f(x)+(T1—T2)x/p—T1 (2.11)

Notese que tomando t=0 en (2.10), y suponiendo la convergencia de

la serie, los vectores dn tienen que verificar que

f(x)+(T1—T2)x/p-T1=nZglsen(mer/.p)dn - (2.12)

Ahora, si suponemos que f(x) es una funcibén dos veces continuamen-
te diferenciable, como sen(nmxI/p) es una matriz diagonal, del co-
rolario 1 de [2,p.95],1a serie de Fourier de senos de g(x)=f(x)—T1+
(Tl-Tz)x/p, con .

dn=(2/p)J sen(nmxI/p)g(x)dx, nz2l (2.13)

0

convergea g(x) para cada xem,ﬂ . Por lo tanto hemos obtenido una
solucibén formal U(x,t) del problema (1.1)-(1.3). Ahora demostrare-
mos que W(x,t) definida por (2.10),(2.13), es de hecho una soluciébn
de (1,1)—(1.2) que satisface la condicibén inicial (2.11), suponien-

do que la matriz A satisface la condicibén (1.4).

Sea t0>0, >0 con O<5‘<to, y sea el recténgulo B(to,6)=@,p1x[to-6,
to+6]. Demostraremos que la serie vectorial (2.10),(2.13), es uni-
formemente convergente en B(to,d) y que admite derivacidn parcial,
calculables mediante derivacidén término a término, dos veces con

respecto a x, y una vez con respecto a t, para (x,t)EB(to,G).

Fijemos t>0 y consideremos la funcibén de variable compleja z, hn(z)

=eXP(—(nﬂ/p)2tz). Por el teorema 8 de [4,p.569], tenemos que
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h (A)=exp(~(nm/p)’tA)=
iy K /Kt s 3
I (A-ALI)EQ)h., (n)/k! + Z
1 k=0 * 170ik" 3=0

i

I ™Mmwm

exp(-(ﬁw/p)ztej>E<ej> (2.14)

donde E(Ai),E(Bj) representan las proyecciones espectrales tales
que InlE(Ai)=Ker(A—KiI)mi e InlE(Bj)=Ker(A—BjI) respectivamente,[A,
p.559], (8,p.319] , y

hyy (m)=(a/p) 2K (-1)¥exp (= (nm/p) P ed; ) ek (2.15)

Como g(x) es dos veces continuamente diferenciable, los coeficien-

tes dn satisfacen :
||dn“§(ap/”2)ﬂ_2, a=sup{ ||g” (x)|| ; Osxsp}, nz1 (2.16)
De aqui y de (2.10),(2.14), 1la serie que se obtiene de (2.10),(2.13)

converge si cada una de las siguientes series converge

Vik(x,t)=n§1(A—)iI)kE(Bi)hik(n)sen(nﬂx/p)dn/k!, (2.17)

v.(x,t)= L exp(-(nﬂ/p)ztB.)E(B.)sen(nﬂx/p)d , (2.19)
j nzl S n

para lsiss, Osjsr, Oékémi—l.

Sean ahora constantes C.,C,
j’ ik

> . > ykg '
cizllEG@PI 5 ¢y z A=A EQDI/Kr (2.20)

tales que

entonces de (2.16),(2.19) y (1.4), se sigue que para (x,t)eB(to,d)

z ”exp(—(nﬂ/p)ztB.)E(B.)sen(nﬂk/p)d | = C.(ap/ﬂz) T n_z
J J n J nzl

nzl

(2.21)

1A=, T)XE(B, )sen(amx/p)h, | (n)d /k! || 5
(2.22)

s ¢, (pa/m*) (nm/p)*¥ (e _+6) exp(~(nm/p)? (£ _-6)Re(X)))n ">

De (2.21),(2.22) se conéluye que la serie (2.10),(2.13) converge
absoluta y uniformemente en B(to,é), y que por tanto define una

funcién continua para cualquier (x,t) con Osxsp, t>0.

De los comentarios previos y del teorema 9.14 de [ﬂ se sigue que
las series cuyo término general se obtiene derivando término a tér-
mino, una vez respecto a t, y dos veces respecto a x, convergen

absoluta y uniformemente en B(t0,6), y por tan o
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We(xae)= I o Cexp(-(an/p) “At)sen(nmx/p)a, )=

= (-A)(an/p) exp(~(nn/p)?At) sen(nmx/p)d_

nzl
32 /0y2
wxx(x,t)=n§17&§(exp(—(nn p) At)sen(nﬂx/p)dn)=

= I (nﬂ/p)zexp(—(mr/p)zAt)sen(nnx/p)dn
nzl

Como el razonamiento local es aplicable a cﬁalquier t0>0, el si-

guiente resultado queda demostrado:

TEOREMA 1. Sea f(x) una funcidn dos veces continuamente diferen-

ciable f:[O,ﬂ ——9Gm, y sea. A una matriz en Gmxm que satisface la
propiedad (1.4). Entonces la funcién
U(x,t)=(T2—T1)x/p+T1+W(x,t), (2.23)

donde W(x,t) viene dada por (2.10),(2.13), es una solucidn del
problema (1.1)-(1.3).

3. SOLUCIONES APROXIMADAS Y COTAS DE ERROR.

El teorema 1 asegura la existencia de solucidén U(x,t) del problema
(1.1)-(1.3), dada por (2.23). Desde un punto de vista computacio-
nal dicha solucibén presenta dos inconvenientes. En primer lugar U
viene definida por una serie infinita, y en segundo, el término
general de ella involucra la funcibén matricial exponencial y su
cdlculo exacto requiere el conocimiento exacto de los valores pro-
pios de A,hO]. El objeto de esta seccidn es evitar esos inconve-

nientes partiendo de la solucibén en serie U dada por el teoremal.

Consideremos la notacidén de la seccidén anterior y sean C,D, cons-

tantes positivas que satisfacen

C;max{Cik, lziss, Oﬁkémi—l}; P;max{Cj; Osjsr} , (3.1)
donde Cik’cj’ estan definidas por (2.20). De aqui y de (2.14), si
t>0 se verifica que
Hexp(-(nn/P)zAt)” gmCantmexp(—tbn)+(r+1)D=gn(t)+(r+1)D, (3.2)
donde '

2 2
an=(nn/p) m, bn=(nn/p) Yi» 0< Y1 §Re(k1), gn(t)=mCantmexp(—tbn) v (3.3)
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Néteseque‘g;(t)=mCantm_1exp(-tbn)(m—tbn), y que la sucesidn b,
crece con n. Si ta[to,tl] con tO 0, se sigue que g;(t)<0 para t
en [to’tl] y m<tbn. Por tanto, si elegimos n, tal que

bn >m/tO (3.4)

o
entonces g~ es una funcidén decreciente de t en el intervalo[to,tﬂ

paranzn . De aqui y de (3.2) resulta que

A

2
lexp(-(nm/p) At)| = gn(to)+(r+1)D, nzn_, t ststy (3.5)

Ahora consideremos la sucesibén de las n-ésimas sumas parciales

de la serie W(x,t) definida por (2.10),(2.13). esto es,

wn(x,t)= ; exp(—(kTT/p)ZAt)sen(nTrx/p)dk (3.6)

Teniendo en cuenta (2.16),(2.10),(2.13),(3.5) y (3.6), si £ Ststy

se verifica que

||W(X,t)—""n(x’t)||§kZ ||EXP(-('kTr/p~)2At)|| [sen(nm/p)d, ||
>n

(3.7)
2 -2 2 -2
s(pa/n°) & g, (t )k +(pa/m°)(r+1)D I k °, nzn
k>n ° k>n
Sea S definido por
S=(TT/p)2to,, - (3.8)
entonces de (3.3),(3.7) y (3.8), se sigue que
[W(x,e)-W_(x,t)ll's (3.9)
$(pam®)D(r+1) I k% 4mC(pa/m2) (1/p) 2™ (e )™ 2 k2™ D exp(-sik?)
k>n ) k>n
n
£k 2=n?/6 - 5 k72 (3.10)
k>n k=1
Sean R1 y R2 las constantes positivas definidas por
R1=(pa/n2)D(r+1), R2=mC(pa/n2)(Tr/p)2m(to)m (3.11)
Sitoététl y nzn_, entonces de (3.9)—(3.11) se sigue que
n
Wz, e)-W (x,t)| s Rl(ﬂ2/6 -T K e R, I kz(m_l)exp(-Skz) (3.12)
k=1 k>n

Consideremos la sucesibén de niimeros reales

Z(k)=(2(m-1)logk)/k -kS, kz1 (3.13)
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y nébtese que Z(k)<0 si y solamente si, (1ogk)/k2<S/(2(m—l)). Es
evidente que Z(k) decrece para k23 y que Z(k) tiende a -« cuando

k tiende a ©® . De aqui la siguiente constante estd bien definida
q,=sup {Z(k); k23 y Z(k)<0} (3.14)

De aqui y de (3.13), se sigue que

kz(mnl)exp(—kZS)é exp(kqo), kz3, (3.15)

y por tanto, para n22, se tiene que
z kz(m_l)exp(—kZS) = I exp(kq )=(l-exp(q ))_1exp(q (n+1)) (3.16)
o o o
k>n k>n
De aqui, si n esti definido por (3.4), ngmax(Z,no), y si Osxsp, t ststy, de

(3.12) y (3.16) resulta que

n
IW(x,0)-0_(x,t)[ls Ry (176 - 2 Kk 2)4R, (1-exp(a ) Texp(q (n+1))  (3.17)
k=1

Ahora estamos interesados en determinar los valores den tales que
"W(x,t)-Wn(x,t)” sea mas pequeifio que un nimero prefijado €>0. Si

llamamosR3 a la constante definida por
-1
R3—(1—exp(q0)) R, (3.18)

entonces de (3.17) resulta que n debe satisfacer la desigualdad

n
R (72/6 - T k_2)+R3exp(q (n+1))<e (3.19)
k= °

1

La desigualdad (3.19) se satisface si elegimos n tal que

exp(a (n+l)) < (2Ry) (3.20)

R (2 no '
(1%/6 - I K %)<e/2 (3.21)
1 k=1

Por tanto, podemos tomar nén0 tal que

1 1

n
Ik >rP/6 -(2R) Ty n>(1/q,)10g((2R4)”
k=1 °

€)-1 (3.22)

El siguiente resultado queda demostrado:

TEOREMA 2. Consideremos la hipotésis y notacibén del teorema 1, sea
€>0 prefijado y sea 0<t0§t§t1. Sea 4, definido por (3.14), y sean

RI,RZ,R3definidos por (3.11),(3.18). Si n satisface (3.22) y ng
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estid definido por (3.4), entonces si Wn(x,t) estd definida por
(3.6), la funcidn Vn(x,t) definida por

Vn(x,t)=(T2—T1)x/p+T1+Wn(x,t) (3.23)

es una solucibén aproximada del problema (1.1)-(1.3), cuyo error
con respecto a la solucibén exacta U(x,t) obtenida en el teoremal

satisface

”U(x,t)—wn(x,tm<€, uniformemente para Oéxép;lkéﬁtl

El teorema 2 evita los inconvenientes computacionales del desarro-
llo en serie de la solucidén U(x,t) proporcionada en el teorema 1,
sin embargo, la suma finita Vn(x,t) dada por el feorema 2, involu-
crala matriz exponencial exp(—(kn/p)zAt). Ahora estamos interesa-
dos en aproximar la exponencial matricial por sumas parciales apro-
piadas de su desarrollo de Taylor. Recordamos que si B es una matriz
en C y ]&(B) representa el mayor valor propio positivo de la ma-

mxm
triz hermitica (B+B )/2, si y20, entonces de [5,p.401J,se sigue que

lexp(yB) || s exp(yu,(B)), yz0 (3.24)

Si q es un entero positivo, entonces de [5, teorema 11.2.4], tene-

mos que

q . oL
llexp(-(k1/p)2ae)- 3 (-1)I(kn/p)?Iaded/ju|s

=0 (3.25)

s(m/(q+1)!)max {“exp(—(kﬂ/p)zAtS)”; Osss1}

Tomando y=ts, con 0ss=l, t Ststy, vy B=—(kn/p)2At, de (3.24),(3.25)

tenemos que

q . ..
lexp(-Ckn/p)2at)- T (-1 (kn/p)2Iaded/jn s

20

J (3.26)
S(m/(q+1) ) exp(t u,(~(kn/p)?a))

Denotemos por W (x t) la suma f1n1ta obtenida cuando se substi-

tuye la matriz exponenc1a1 exp(- (kﬂ/p) At) por la g-ésima suma del

desarrollo de Taylor,en Wn(x,t),
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n q . 24 4
W (x,t)=2 {2 (-1)I(kn/p)“Iaded/jr}sen(kmx/p)d (3.27)
n,q ) k
k=1 j=0
Deaqui y de (2.16),(3.6) y (3.26), si toététl, Osxsp, se sigue
que
n
WG, e)-W_(x,t) [[sCap/m)m/ (q+1)! L exp(t iy (~(kn/p)?A)) (3.28)
4 " k=1

De 1a definicidn de u2(B), estid claro que uz(B)énBH , ¥ por tanto

tenemos que
wy (- Ce/p)28)) = (kn/p) % [l (3.29)

De aqui y de (3.28), para encontrar el valor de q tal que el error
de truncacién ”Wn q(x,t)—Wn(x,t-)H sea menor que € , tenemos que to-
9

mar q tal que

1 (3.30)

-1 2 e 2 -
(Cq+1)1)7" s n"/apm) (I exp((kn/p)“|IAllt;))
k=1
De lo anteriormente dicho se concluye la demostracidén del siguien-

te resultado:

TEOREMA 3. Consideremos las hipdtesis y la notacibén del teorema 2,
y sea q un entero positivo que satisface la condicién (3.30). Si

€>0, n satisface la condicibén (3.22) y Wn,q(x,t) estd definido por
(3.27),n;max(2,no) donde n, viene definido por (3.4),Hététv(hx§p,

entonces la funcidn Un q(x,t) definida por
; 9,

_Un’q(x,t)=(T2—T1)x/p+T1+Wn’q(x,t) (3.31)

es una soluciébén aproximada del prdblema (1.1)-(1.3), cuyo error con
respecto a la solucibén exacta U(x,t) dada en el teorema 1, satis-
face

”U(x,t)—Un q(x,t)I|<2€, uniformemente para Osxsp, t stst)
9

NOTA.t Si la matriz A que aparece en (l.1) es no singular y sus va-
lores propios tiene parte real estrictamente positiva, es decir,
O(A)i{ai; 1=sis s}, 0<Re(X1)§;..§Re(Xs), entonces las conclusiones

de los teoremas 2 y 3 son vilidas tomando R.=0. De este modo los

resultados de este articulo extienden los incluidos en [7] . Es con-
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veniente hacer notar que la construccibén de las soluciones aproxi-
madas suministradas por los teoremas 2 y 3 dependen de la informa-
cibn espectral de A, la informacidn que se necesita exti expresada
en términos de cotas y no de la informacidén espectral exacta. En
efecto, obsérvese que en (3.3), Y; es una cota inferior de la par-
tereal de Al. Andlogamente las constantes C y D en (3.1) dependen
de cotas de los valores propios y de las normas de las proyecciones
espectrales de A. Estas proyecciones espectrales se pueden acotar
en norma utilizando su expresidn en términos de la fdérmula deRiesz-
Dunford y acotando la integral resultante, véase [4 ,p.SSSJ. En
relacibén con la accesibilidad de la hipdtesis (1.4), tampoco se
necesita la informacidén espectral de A. En efecto, en UA] se pre-
senta un algoritmo para calcular el indice de los valores propios
de una matriz. Finalmente, una vez obtenida la solucidn aproxima-
da mediante la suma finita (3.31), aunque depende de x y de t y de
potencias de A, no es preciso repetir el cilculo de dichas poten-
cias al cambiar el instante temporal, porque utilizando lenguajes
algebraicos simbb6licos como REDUCE , MACSYMA o MATHEMATICA, se pue-
trabajar simb6licamente con las matrices. Cabe destacar que en re-
lacibén con los métodos discretos clasicos el método propuesto en
este articulo suministra la solucidn analitica-numérica simultanea-
mente para (x,t) en una banda finita cualquiera con el error admi-
sible que se desee. Los métodos discretos no suministran cotas de
error y no obtienen la aproximacibén mads que en una malla finita de

puntos.
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