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CALCULO DE UN INVARIANTE AFIN 
UNIMODULAR EN EL CASO DEL 

n-SIMPLEX 

1. Van N ypelseer 

Pr'esentada par Luis SantalO 

Abstract 

The affine unimodular invariant I n , introduced by L.A. Santalo, measures 
the pairs of parallel hyperplanes containing a convex set of the n-dimensional 
affine space. Among the convex sets with volume V, the ball is the one which 
maximizes I n . A conjecture of L.A. Santalo says that the n-simplex minimizes 
J", The following paper shows that for a n-simplex, the value of I n is 

1 Introducci6n 

n(n + 1) 
2n!V 
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El invariante afin unimodular I n , introducido por L.A. Santa16 ([1 J), mide el 
volumen de los pares de hiperplanos paralelos que contienen a un conjunto 
convexo C del espacio affn de dimension n. Su valor es: 

.l - r dO 
n - J1sn-l ~(O)n 

donde sn-1 es la esfera de radio 1 y ~ es la anchura de C en la direcci6n 
O. 

Se sabe que dentro de los convexos del mismo volumen V, el que maximiza 

I n es la bola ([1]). L.A. Santa16 ha conjeturado que el minimo era alcanzado 
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para un n-simplex. EI siguiente trabajo consiste en el caJculo del valor de 

In para un n-simplex de volumen V. EI valor obtenido es: 

. n(n + 1) 
In(n-slmplex) = 2n! V 

2 Preliminares 

Dado que I n es invariante por transformaciones afines de determinante 1, 
su valor es igual para todos los n-simplices del mismo volumen V. En 10 que 

sigue hacemos el calculo expHcito para uri n-simplex regular; el result ado 
sera valida para cualquier simplex del mismo volumen. 

Sea Sn un n-simplex regular de JRn. Llamemos PO,PI, ... ,Pn sus vertices. 
Ubicamos Sn en un sistema de coordenadas Xl, ... ,:En del siguiente modo: 

• Po en el origen del sistema de coordenadas . 

• Pi en el subespaeio (Xl, ... , Xi) a una distaneia hi del subespaeio 

(Xl, ... ,Xi-l), eon la ultima eoordenada positiva (para cada i, 1 ::; 
i ::; n). 

Comentarios: eon esta eleeeion del sistema de coordenadas aparecen las 
siguientes propiedades: 

1) • Pn tiene por primera eoordenada (Pn)l = ~hl; 

• Pn tiene por ultima eoordenada (Pn)n = hn (1) 

2) La interseceion de Sn con el subespaeio. (:El' ... ,:Ei) es un simplex 
--regular-gi pam e-ad.a i-::; T/;; Esd-eeir:(:El; ... ,'Ii) liSn =Si. - --~2)--

3) Se puede demostrar que el volumen de un tal simplex esta dado por 

(3) 

La anchura de un eonvexo en una direecion [2 se define como la distancia 
entre los hiperplanos de apoyo perpendieulares a esta direccion. En el caso 

del n-simplex, claramente todos los hiperplanos de apoyo salvo un conjunto 
de medida nul a contienen exactamente dos vertices. Dado que el n-simplex 

------------ -------- - ---- ------------- ----
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es regular, en el calculo de I n bastani con integrar sobre el conjunto de los 

hiperplanos que contienen a Po Y PI Y despues multiplicar el result ado por 
el numero de aristas, 0 sea n(~+l); 
ASl, 

(4) 

donde In es la restriccion de I n a los hiperplanos que contienen a Po Y Pl. 

3 Calculo del valor de I n 

Vamos a establecer primero una relacion entre el valor de In+l asociado con 

el (n + l)-simplex Sn+l Y el valor de In, correspondiente al n-simplex Sn. 
En primer lugar, asociamos a cada direccion 0 suscoorclenadas esfericas. 
En lRn+l , una direccion 0 = (01, ... ,On+d se puecle definir por n angulos 

(al,"" an) de modo que 

0 1 - senal'" sen an 

O2 cos al sen a2 sen an 

cos ai-l sen ai ... sen an 

clonde a1 E [0,271"[, ai E [0,71"[ 1 ~ i ~ n. 
De esta manera, ai mide el angulo entre la proyecdon ortogonal de 0 en 

el subespacio (Xl, ... ,Xi+l) Y el eje Xi+l. Se puede demostrar que 

dll 2. n-l d 1 
H = sen a2 sen a3'" sen an al'" ( an 

Lema 1. ~(O) = I sen al ... sen ani hI 

(5) 

(6) 

Demostracion: Sean 71"0 y 71"1 los dos hiperplanos de apoyo perpendiculares 

a O. Acordamos que 71"0 contiene al punto Po y 71"1 al punto Pl' De este 
modo, la distancia entre 71"0 y 71"1 es la distancia de 71"l al origen del sistema. 

La ecuacion de 71"1 es 01XI + ... + On:"Cn = d, donde Idl es la distanda de 
71"1 al origen. Dado que 71"1 contiene al punto PI = (hI, 0, ... ,0) se deduce 
que d = hIOI = hI sen ai ... sen an, de donde se sigue el resultado. 



In 
Proposici6n. In+1 = -h-

n+1 
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La demostraci6n se deducini del caJculo de la integral en ]Rn+1. Para 

esto, estudiemos primero los dominios de integraci6n: llamemos Di el dO'­

minio de variaci6n de los angulos aI, ... ,ai (par (2), Di es el dominio de 

variaci6n de los angulos de un (i + I)-simplex SHd. Dados a1,··· ,an-1 

fijados en el dominio Dn - 1 , sean /30 y /31 los lfmites de variaci6n del angulo 

I 1 hI sen a1 ... sen an-1 
Lema 2. -- - -- = --------

tan/31 tan/3o hn+1 
(7) 

Demostracion: Una vez fijados a1, . .. ,an-I, el angulo an varia entre 
los angulos 

• /30 del hiperplano 7ro que contiene al vert ice Pn+1 

• /31 del hiperplano 7r1 que contiene al vert ice Pn+1 

El punto Pn+1 tiene coordenadas ((Pn+1h, ... , (Pn+dn+d tales que (Pn+l h = 

~h1 Y (Pn+1)n+1 = hn+1 (por (1)). 
Dado que Pn+1 pertenece al hiperplano 7ro cuya normal 0 = (01, ... ,rln+d 

tiene angulos (a1,' .. , an-I, (30) se deduce que 

o sea: 

hI 
sen a1 ... sen a n-1 sen /302 + 02(Pn+1h + ... + On(Pn+dn + cos /30hn+1 = O. 

1 cos /30 1 hI 
L~e~o, --. = -- ---.-L- selLa l . ·_~senan-_1 sen.,8o)-=-:. 

-tan ttd- sen /30 hn+1 Z-
1 

--(3-(02(Pn+1h + ... + rln(Pn+dn) (8) 
sen 0 

Por otro lado, 7ro es la imagen de 7r1 por la translaci6n paralela al eje Xl de 

longitud hI. Luego, 7r1 contiene a Pn+1 exactamente cuando 7ro contiene al 
punta P~+l de coordenadas 
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Del mismo modo que antes, se deduce que· 

1 1 hI 1 
-- = -h . -(sen al ... sen an sen (80) --2 - --(3- (D2 (Pn+ 1 h+-· . +Dn (Pn+ dn) 
tan,81 n+1 sen 0 

(9) 
Restando (8) de (9) se obtiene el resultado . . 

Demostracion de la proposicion : Haciendo el ca1culo explicito de la 

integral se obtiene : 

4 EI Resultado 

Un ca1culo elemental muestra que It = hI Y de la proposicion se deduce 

que In = hl-~-h" . Luego I n = ~n(n + 1) . In = ~n(n + 1) . hl-~-hn 

Combinando este resultado con el valor de V (3), se deduce que 

J _ n(n + 1) ~ ~ 
n - 2 n! V· 

(Trabajo realizado en la Universidad de Buenos Aires bajo la direccion de 
L.A. Santalo ) 
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