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Abstract

The affine unimodular invariant J,,, introduced by L.A. Santalo, measures
the pairs of parallel hyperplanes containing a convex set of the n-dimensional
affine space. Among the convex sets with volume V/, the ball is the one which
maximizes J,. A conjecture of L.A. Santalo says that the n-simplex minimizes
Jn. The following paper shows that for a n-simplex, the value of J, is

n(n+1)
2n!V

1 Introduccion

El invariante afin unimodular J,, introducido por L.A. Santal6 ([1]), mide el
volumen de los pares de hiperplanos paralelos que contienen a un conjunto
convexo C' del espacio afin de dimension n. Su valor es:

do
= s Bl

donde S™! es la esfera de radio 1y A es la anchura de C en la direccién
Q.

Se sabe que dentro de los convexos del mismo volumen V, el que maximiza
Jn eslabola ([1]). L.A. Santal6 ha conjeturado que el minimo era alcanzado
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para un n-simplex. El siguiente trabajo consiste en el célculo del valor de
Jn para un n-simplex de volumen V. El valor obtenido es:
n(n + 1)

Jn(n—simplex) = oV

2 Preliminares

Dado que J, es invariante por transformaciones afines de determinante 1,
su valor es igual para todos los n-simplices del mismo volumen V. En lo que
sigue hacemos el calculo explicito para un n-simplex regular; el resultado
serd valido para cualquier simplex del mismo volumen.

Sea S, un n-simplex regular de R™. Llamemos po,pi, ..., P, Sus vértices.
Ubicamos S, en un sistema de coordenadas 1, ..., z, del siguiente modo:

e 1o en el origen del sistema de coordenadas.

e p; en el subespacio (x1,...,z;) a una distancia h; del subespacio
(%1, ...,2i-1), con la tltima coordenada positiva (para cada i, 1 <
i <n).

Comentarios: con esta eleccién del sistema de coordenadas aparecen las
siguientes propiedades:

1) e p, tiene por primera coordenada (p,); = %hl;

® p, tiene por ultima coordenada (p,)n, = hy, (1)
2) La interseccién de S, con el subespacio (zi,...,2;) es un simplex
regular S; para cada ¢ <n. Es decir: (z1,...,2,) NS, =S;. (2)

3) Se puede demostrar que el volumen de un tal simplex estd dado por

La anchura de un convexo en una direccién Q se define como la distancia
entre los hiperplanos de apoyo perpendiculares a esta direccién. En el caso
del n-simplex, claramente todos los hiperplanos de apoyo salvo un (:onjunto
de medida nula contienen exactamente dos vértices. Dado que el n-simplex
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es regular, en el calculo de J,, bastard con integrar sobre el conjunto de los
hiperplanos que contienen a py y p; y después multiplicar el resultado por

el nimero de aristas, o sea L’L’—‘Qﬂl;
Asi,
1
J, = _"("2_+) I, (4)

donde I, es la restriccién de J,, a los hiperplanos que contienen a py y p;.

3 Calculo del valor de J,

Vamos a establecer primero una relacién entre el valor de I, asociado con
el (n + 1)-simplex S,41 y el valor de I,,, correspondiente al n-simplex S,,.
En primer lugar, asociamos a cada direccion 2 sus coordenadas esféricas.

En R™"! una direccién Q = (y,...,Q41) se puede definir por n dngulos
(a1, ..,a,) de modo que
2 = senaj---senay,
Qy = cosa sen g sen o,
Q; = cosay_1 senq;---sen o, 1<i<n
Qi1 = cosay

donde a; € [0,27[, s € [0, 7] 1<i<n. _
De esta manera, o; mide el dngulo entre la proyeccion ortogonal de Q en
el subespacio (z1,...,%it1) y el eje z;41. Se puede demostrar que

dQ =senay sen®as - - -sen™ oy, dag - - - day, (5)

Lema 1. A(Q) =

senaq; - - - Sen | hy (6)

Demostracion: Sean my y m; los dos hiperplanos de apoyo perpendiculares
a §2. Acordamos que 7 contiene al punto py y m al punto p;. De este
modo, la distancia entre 7o y 7 es la distancia de 7 al origen del sistema.
La ecuacién de 7y es 121 + - - + Q,z, = d, donde |d| es la distancia de
7 al origen. Dado que 7; contiene al punto p; = (hy,0,...,0) se deduce
que d = hiQ; = hysena, - - - sen a,, de donde se sigue el resultado.

e
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In
hn+1
La demostracién se deducird del cdlculo de la integral en R™*. Para

Proposicién. [, =

esto, estudiemos primero los dominios de integracién: llamemos D; el do-

minio de variacién de los dngulos «y,...,q; (por (2), D; es el dominio de
variacién de los dngulos de un (i + 1)-simplex S;y1). Dados ay,...,an—1
fijados en el dominio D,,_;, sean Gy y (; los limites de variacién del angulo
Q.
Lema 2. 1 L1 _ hisenay - - -§enan_1 (7)
tanf;  tanfo Pt
Demostracidn: Una vez fijados ay,...,a,-1, €l dngulo a, varia entre

los angulos

e (3 del hiperplano 7y que contiene al vértice p, ;1

e (3, del hiperplano 7m; que contiene al vértice p,1
El punto py4 tiene coordenadas ((pn+1)1,- - -, (Prt1)ns1) tales que (ppi1)1 =
30 Y (Pr41)nt1 = hnga (por (1)),
Dado que p,41 pertenece al hiperplano 7 cuya normal Q = (Q1,...,Q,41)
tiene angulos (a4, ..., a,_1,0) se deduce que

hl

Ql? + Q?(pn+1)2 +--+ Qn(pm}‘l)n + Qn—f—lh"lH—l = O,

O sea :

2

1 cos By 1 hl
= = (—sena; - - senay_g senﬁo)? o
1

_ senﬂo(ﬂz(p"“)2 + o+ Qa(Prt1)n) (8)
Por otro lado, mp es la imagen de ; por la translacién paralela al eje z; de
longitud h;. Luego, 7 contiene a p, i exactamente cuando m contiene al

punto p/,,, de coordenadas

(h%l—’ (pn+1)2‘) SO (pn+1)m h’"‘”)'

h1
senq; - -+ sen ap_1 sen fo— + Qo(Pny1)2+ - + L (Pry1)n + €08 Bohny1 = 0.

~ Luego,

Tanfy  senfo Fun
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Del mismo modo que antes, se deduce que

1 1 h 1

1
—_— = -(senay - - -senap sen By) ——
tan 3 hn+1( " 2 senfp

(Q(pati)2+ -+ (Prt1)n)

(9)
Restando (8) de (9) se obtiene el resultado.

Den.wstmcio’n de la proposicién : Haciendo el cdlculo explicito de la
integral se obtiene :
dQ2
In+1 = /nA(Q)"'H

1 1
- doy - - - da, 5),(6
/Dn h7t! senntl o - - - send a1 sen? ap, o on  (por (5),(6))

1 (/m day, )
= day - - - dap—1
/Dn-x Ritlsenntla, - - -send a1 VA sen?a, "

= [ ! ( L _ 1 )dal--'dan_l
Dy h7tlsenntlaq, - --senda,_; \tanB;  tan G

1
= daq---d - 7
/Dn—l hn+1h? sen” Qp--- Sen2 Q1 ay a 1 (por( ))
1
= —1,.
h’TH-l

4 El Resultado

Un célculo elemental muestra que I; = h; y de la proposicién se deduce

que I, = h—l‘l—h': . Luego Jy=in(n+1)-I,=in(n+1)- hl--1~h,.

Combinando este resultado con el valor de V' (3), se deduce que
7= n(n+1) 11
" 2 Vv
(Trabajo realizado en la Universidad de Buenos Aires bajo la direccién de
L.A. Santald )
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