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SOLUCIONES DE LA ECUACION AX =2H(X)X, A X, EN H?(B,R®)

ENRIQUE LAMI D0z0o - MAR{A CRISTINA MARIANI

ABSTRACT. We prove that in certain cases, a solution of this equation has isothermal
coordinates. Then, if the image of this solution is an embedded surface in R’ it will
have the prescribed mean curvature H .

1 - INTRODUCCION

Si B = {(u,v) € R} u? 402 < 1} es el disco unidad, dada la integral de Dirichlet
D(X) = %fB [VX|? en el espacio de Sobolev H'(B,R’), un punto critico X para
variaciones en C3(B,R*) en las variables dependicntes: dD(X)(¢) = 0 para o €
CY(B,R®) y en las variables independientes: %D(X 097" )|e=o = 0 para toda familia
de difeomorfismos g, : B — B, que dependen en forma diferenciable de un pardmetro
le] < €0, con go = id resulta, para ciertos X , una solucién al problema de Plateau, o
sea, las coordenadas (u,v) son isotermas para la funcién arménica X y X(B) es una

superficie de area minima que se apoya en la curva X/yp [4].

Para la funcional Dy asociada a la ecuacion de la curvatura media prescripta
(H) AX =2H(X)X, ANX,

(c.f. [3]) damos condiciones sobre la funcién real y continua H en R® para que un
punto critico mas regular: X € H?(B,R’), para variaciones en las variables depen-
dientes mas grandes: ¢ € C*(B, R?), tenga sus coordenadas isotermas, de manera gue
si X(B) es una superficie inmersa in R’ | ésta tiene curvatura media H(X) y se apoya

€n X/BB-

NOTACIONES  Notamos con W™?(B,R’) a los espacios de Sobolev usuales [1] ¥
wm™2(B,R*) = H*(B.R®) .
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Para X € H'(B.R%), “'Y”L’(BB,RS) = (fas | ’I}X|2> con
Tr : HY(B.R®) — L*(3B.R?) el operador usual de traza [1].

Si Y e LNU.RY). Y

|oo = ess sup |Y(w)].
welU

Por ejemplo. para H € L°°(R3) y Q€ L°°(R3,R3) ,

|Hlleo = sup [H(E)l, [Qlleo = sup |Q(E)

¢eR ¢ceR

IH(X)lloo = ess sup |[H(X(w))], Q(X)]loo = ess sup |Q(X(w))]
weEB weB

Finalmente,  y o denotaran los campos vectoriales normal y tangente a 0B, respec-
0X
tivamente, y para X € H?(B, R3), 5 la traza de la derivada radial o
n or
2 - ESTIMACIONES DE LA FUNCIONAL Dgy

Dada H : R® - R, continua y acotada, se definen como en [3] €l campo vectorial @
asociado a H

Q:R*>R?
& 133 &3
Q(§17£27§3): (/ H(5’£2753) dS, / H(£175752) ds7 / H(£17§2’5) dS)
0 0 0
ysi Q€ L°°(R3,R3); la funcional Dy asociada a H, como '

Dy :HY(B,R*) - R

DH(X):1/2/B|VX|2+2/3/BQ(X)-XH/\X,, :

Llamando V(X) = 1/3 [ Q(X)+ Xy A X, en analogia con [4], cuando H es una
constante, obtenemos que ‘ ‘

Dy (X) = D(X) + 2V (X)

Como |Dy(X)| < D(X)+2/3||QllcoD(X), Dy esté bien definida para X € H'(B,R’)
y ademas, Dg(X) > D(X) —2/3(|Q|looc D(X) de donde se deduce en forma inmediata
que si ||Q|leo < 3/2, Du(X) > kD(X) donde k es una constante positiva.

A partir de la desigualdad

/ Y - Xy AX,| < | VYLV X2
B



valida para Y € C}(B,R®) y X € H'(B,R®) ([2], Lemma A.3) se deduce que si
HeW'>(R’), ¢ € C}(B,R’) y X € H'(B,R%),

/B H(X)Xu A X, | < e VHX)o) 2| VX2
Como
(1) V(H(X)¢) = d(H(X))p + H(X)Vg

de d(H(X)) = dH(X) 0dX sale |V(H(X))| < |VH|loo|VX]|,
luego, si H € W°(R*) y X € H(B,R?), [VH(X)| € L*(B,R%) y
([ IVEX))'? < |VH| ol VX ]2

Por lo tanto, si ¢ € C3(B,R*), a partir de (1), obtenemos que

/ IV(H(X)p)* < /(|d(H(X))‘P|+ |H(X)Vel)* 32/ (Id(H(X))e|*+
B B B
[H(X)Vel*) < 2@ %I VHIIZIVXIIZ + 115 VeellZ]

y entonces, la integral 2 [ H(X)X, A X, - ¢ resulta bien definida y

1/2
|2/BH(X)Xu A Xy o] < 2| VXIB{ 2Pl NV EIZIV X + [ H IS I Vel3]} .

Por tltimo, para H € L=(R%), ¢ € C}(B,R®) y X € H'(B,R?), tenemos de 2|¢ A
nl < €12+ |n|? en R® una estimacién mas directa

2 [ HGOX. A Xy 0] < B lollole IV X1

3 - PUNTOS CRITICOS DE Dy EN H%(B,R’)

: 3 " .

Veremos que si X € H?(B,R’) es un punto critico de Dy para variaciones en
5 B3 y < . .

C'(B,R’), entonces X es una solucién de la ecuacién de curvatura media prescripta

(H) y las coordenadas (u,v) de X son isotermas, es decir

|Xul =1Xs] vy Xu+Xo=0pp.en B

Por ultimo, en los Teoremas 3, 4, 5 y 6 demostramos propiedades generales de las
soluciones de (H) y de los puntos criticos de Dy en H?(B,R®)



LEMa 1 Sean X € HXB,R’) y p € C\(B,R’), si Q € L=(R*,R°) y %?‘ ©
J

L®(R®) para i #j, i,j = 1,2,3, entonces la derivada direccional de Dy en X en la
direccion ¢ estd dada por

dDH(X)(Lp)=/B[VX°V<,0+2H(X)X1,/\X1,-<;]—;/E’BQ(X /\%£ - do

OBSERVACION  Si definimos como solucién débil de la ecuacién de curvatura media
prescripta (H) a X € H'(B,R®) tal que JpVX Vo +2H(X)Xy ANX, =0 para
toda ¢ € C(}(B,Rs), entonces bajo las hipétesis del Lema 1, si X es un punto critico
de Dy, X resulta una solucién débil de (H).

Demostracion del Lema 1  Sean X € Hé(B,RS) y » € CYB,R’), entonces, la
derivada direccional dDg(X)(¢) estd dada por:
(2) ADu(X)(¢) = [ VX Tt

B

+2/3 [ (QUX)- Xu Ny + QUX) - u A Xy + H(X)g - Xu A X+

o [ (s 02, B2, 00, 00, 00

——— 3, = , Xy ANX,
B¢ 2+ ¢, ©3 %, Y1+ 5 Bts ©3 B¢, Y1+ ¢, w)

con %%(X), etc. ya que

aD(X)(p) = [ VX -p+2/3 [ [HaeQUX +ep)]_y- X A Kot

+2/3/BQ(X)-souAX.,+2/3/BQ(X>-XHA%

con

[d/dEQ(X+E(,9)] o=
ZH(X)<P+(6Q1 00, 0@ . 0Q, 9@ 09y )

o€ 2+¥ 3,a§1¢1+a£ 3,8é 1+'—€—

y reemplazando esta ltima expresion en (3), obtenemos (2).



Ahora, como X € H2(B,R?), integrando por partes obtenemos que:

u:(l—'u’)ll2

1
L Q(X) + Xu A pydudy = [_1 [Q(X)Xu A 99]v=_(1_u2)1/2du—
_~/B [((%Q(X)) Xu N+ Q(X) + Xy /\(p]dudv =

=/ (Q(X) - Xu Ap)v dc——/ H(X)Xy » Xy A pdudv—

0Qs 0Q 0Q- 0Q, 0Qs
/ (652 -X2'U 86 X3v7 6£ -Xlu a{ XSva 65 X1v+

ggsxb) « Xy A pdudy — / QX) Xuw A pdudv
2

y también,

/Q(X)-cpu/\Xv:/ [Q(X)-np/\Xv]uda—/H(X)qup/\deudv
B

0 0Q: 0Q; 002 Qs .,
"/ (662 X2u+ 35 XSua 36 Xlu 8§ X317 aé Alu‘i‘

‘98?3 Xn) © A Xydudv —/ Q(X) o A Xypdudv

Sumando y reemplazando en (2), se obtiene que
ADH(X)(p) = [ [7X Vo
B

+2/3(3H(X)p - Xu A Xo)] +2/3 /6 QU0 A (uX, —vX)do

Pero por ser uX, —vX, = llegamos a:

0X
—&_— )
4) dDy(X)(¢) = /B (VX -V + 2H(X)Xu A Xy + 0]~

X
2/3/63Q(X)/\?9—U-<pd0

0Q;
9;
L=(R’,R’). Sea X € H*(B,R’) tal que dDy(X)(¢) =0 para todo ¢ € C'(B,R’).

Entonces X es una solucion débil de (H) y %{ =2/3Q(X) A %? en L?(0B,R’).
n

) para 1,5 =1,2,3, i #j,y que Q €

TEOREMA 1



En particular, B_X Q)—{ =0 ppen 0B.
On Oo

Ademds, si H es constante y X € L®(B, R®), se obtiene que

2
X =X- a—X——O pp en OB
On on

Demostracion A partir de la expresién (4) del Lema 1, si dDy(X)(¢) =0 para toda
¢ € C1(B,R%), tomando ¢ € C}(B,R*) obtenemos que

/VX-ch+2H(X)Xu/\X,,-<p=O
B

y por lo tanto, X resulta una solucién débil de (H).

Ademés, [p[-AX +2H(X)X, AX,)-¢ =0 para toda ¢ € C&(B,R3) y por lo tanto,
como —AX +2H(X)X,AX, € L'(B,R?), obtenemos que —AX +2H{(X)X, AX, =
ppen B.

Ahora, volviendo a (4), tenemos que para ¢ € CI(F,RS),

/ —AX +2H(X)X. /\X]<p+/ Q{—-goda—2/3/ Q(X)/\a—X-npdaz
B On 8B 9o

/ [— —2/3Q(X) A Z—X] pdo,
aB

y entonces obtenemos que

(5) %—f —2/3Q(X) A a—X =0 en L*0B,R%)

Por iltimo, si H(X) = Hy € R, entonces Q(X) = HoX, Q(X) € L™(B,R’) para
X € L°°(B,R3) con lo cual Dy resulta bien definido y, ademas, -(,—_)C—g—' = 0 para

i
hi=1,2,3, i #].

La expresién (5) implica que

oxX =2/3Hy X A B_X_ ppen 0B,
On 0o

y multiplicando escalarmente por X , obtenemos que

0X

+X=0 ppen 0B,
an



lo cual completa la demostracién.

TEOREMA 2  Supongamos que @Q € L°°(R3,:R3) 8?, € L>(R®) para i,j = 1,2,3,
’ J

i #£j ,ysea X € HB,R®) tal que dDy(X)(¢) = 0 para toda ¢ € C(B,R%) y

92f_|_ ox

onl 130

en 0B . Entonces las coordenadas (u,v) de X son isotermas, es decir,

|Xu|=|Xy] ¥y Xu+Xy=0 ppen B (X esconforme)

Demostracion  Veamos que si | Xy|? — |Xo|2 = Xy - Xy = 0 en L'(0B,R?), entonces
|Xul? = |Xo|? = Xu+ X, =0 en L(B,R?). -

Extendemos X a R? \ B por inversién con respecto de 8B, o sea, para r* = u? + v?
definimos

IX(u v) en B
Y(u,v -

"~ | X(uA?,v42) enR*\B
Veamos que

AY =2H(Y)Y,AY, enB
. {

AY = —2H(Y)Y, AY, enR*\B

En efecto, si se hace el cambio de coordenadas (u,v) — (u',v') =
(u/rz v/r ) con r?2 = u? + v?,y J es el jacobiano correspondiente, tenemos que

-1 _
J- r4

Ahora, si Y (u,v) = X(%/r2, v/r2), entonces,

Yuu + Yuu = - —I(qu + va)
YuAY, =T (Xu A Xy)
en los puntos correspondientes.

Perosi dDy(X)(¢) = 0 paratoda ¢ € C}(B,R?), entonces AX = 2H(X)X,AX, en
B,y por lo tanto, AY = 2H(Y)Y, AY, para (u,v) € B. Si (u,v) € R?\ B, entonces

AY (u,v) = —AX (W2, p2)J 7 = —2H(X)Xu A Xo(¥r?, Vfr2)J !
= —2H(Y)Yy A Yy(u,v)

Ahora, si la medida conforme de Y es la aplicacién F(u,v) = |Y,|? — |V, |> —2iY, - Y,,

veremos que F' es holomorfa en C.



F es holomorfa en C\ OB pues F(u,v) = Fi(u,v)+ iFz(u,v) con Fy(u,v) = |Yq|? -
V.2, Fa(u,v) = —2Y,-Y, y F1,F, verifican débilmente las condiciones de Cauchy-
Riemannen C\ 0B:

oF OF,
—:2Yu'Yu - v'Yvu,—:—z uv * Iy w ' Tov)y
Ju ( u— Y, ) £ (Y Y, + Y. Y,)
luego
OF; OF;
Tl = 2 2V, Ve — 2V, - You = —2Y,, - Y, — 2V, - Y, <= Y, - AY =0
Ou Ov: ‘ ,
Y OF: ' OF
2 1
—_— =2 uu * Lo ulou) {7 = u Lty — Iy " Iyy
EM (Yuu - Yy + Yy - Yiu) 3 2(Y, - Y, Y, - Yyy)
entonces, ’
Q(,f—l=—66—F2-<=>2Yu-Yu,,—2Yv-Yw=2Yuu-Yv+2Yu-Yw<:>Y,,-AY:0
v u

Como el operador de Cauchy-Riemann es eliptico y F' es una solucién débilen C\ 9B,

F es holomorfa en C\ dB. Por ultimo, tenemos que F' es continua en OB, pues

i (Yal? — (Vo) = [1XuF(0? = w2)? + [Xo 240202 42X, - Xo(o? — u)(~2uv)]—
r>1 B
X (-2u0)? + |X,,|2(u2 - 2)? § Xy Xo(u? = o7)(~2u0)] =
=(1Xul® = 1 X[ [(v? — v?)? = 4u?0?] + 2X4 - Xp(u? — v?)duv
0 = lim(%.l? — [%.f?)

r<1

si | Xu|? - |Xy|?=0=X,-X, ppen 8B y

lim Yy - Y, = (IXul® = 1 Xo)[(v* — u?)(—2uv)]+

r>1

Xo o Xo[-(u? —v?)? + 4?0 =0= lim Y, - Y,
r<1

por la misma razén.

Por lo tanto, F.es holomorfa en C, pero

/R| ol <2 [ M+ %P =4 /(IY..|2+IYI)—

¢ [ (P +1X) < +oo,



pues

/ VY| = / -AY .Y +/ —+Ydo = / Q/— -Ydo+
e B¢ aBe O
+ / —AX (Y2, vfr2) - X (Ufr?, U/r2)J_1 = / ~AX (w0 X(u' 0T T+
Be B
Y
+ Y vio / VX2,
oB¢ a
haciendo el cambio de variables (u',v') = (%/r2, V/r2).
Pero entonces, F =0, y por lo tanto,
|er1|2 - D,v'z = y"u * Yv = 0\,

y en particular,

| X2 = |X,*=X,-X,=0 ppen B.

OBSERVACIONES

1) Enforma reciprocaal Teorema 1, tenemos quesi X € H?(B, R3) esunasolucién de

la ecuacion AX = 2H(X)X,AX, en By %—X = 2/3Q(X)/\%§— en L*(0B,R%),
n
entonces dDy(X)(¢) = 0 para toda ¢ € C'(B,R?)

0X

2) Si HeR, (u,v) € B yX € CY(B,R%), en cada punto X(u,v) eR} Xy B
, . . X X
son coplanares, y estan contenidos en el plano perpendicular a o si (?,)— #0
n n

3) Si ademas —(u v) #0, X(u,v), 6)( (u v).y %X (u,v) forman una base de R’

con la misma or1entac1on que la base candnica si H > 0 para cada (u,v) € 0B.

TEOREMA 3 Sea X € H?(B,R®) una solucién de la ecuacién AX = 2H(X)Xu A Xy
2
en B. Entonces, [, [[VX|*+ (B‘;(_‘> r+2H(X)X: - XuAXo) = faB

donde X, = %
or

Demostracion Sea X;(u,v) la primer componente de X (u,v), entonces

fB div [(quu + 'UX]U)VXl] = faB(quu +vX1,)VX; -ndo
Luego,
/ [|V-XII2 + (UXqu + Uleu;UXIuv + levv) ‘VXI + (UXlu + leU)AXI] =
B

(uX1u +vX1,)VX; - ndo
oB
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Teniendo en cuenta que: uXjy + vX1, =7Xir,
(UXluu + v X1pu, X w0 + 'Ulev) VX, = T(VXl)r VX,
y que rAX1 X1, = rX1,2H(X)(X24X30 — X3uX20), reemplazando,

VX,|?
/B “VXﬂZ + T(I—zll—) + 2H(X ) r X1 (X2u X3y — Xquzv)] = X2 >0
T aB

y teniendo en cuenta esta ultima igualdad para X2(u,v) y Xs(u,v) obtenemos que

0xX

do >0
on 7=

/B[(IVX|2+r(|v—‘2X|—2>r+zﬂ(X)rX,-XuAXu] =/aB

TEOREMA 4 SiH =Hp € Ry X € H*(B,R*)NL>®(B,R’) es tal que dDy(X)(p) =
0 para toda ¢ € C1(B,R®), entonces si Y € (X + H}(B,R*)) N L=(B, R%), | JgYu A
1 "~ |0X

Y,| < =—— —|do

I 2|H0| 8B 60
Demostracién Sea Y € (X + H}(B,R*))NL*®(B,R?), veamos que entonces JgYun
Y, = fB Xu A X, : en efecto, para todo vector c € R® , QfB(Y., ANYy —XuAXy)ec=
[lY =X)u A(Y + X)y+ (Y + X)u A(Y — X),]-c = 0, ya que se sabe que si
¢ € HY(B,R*) y $,p € HY(B,R* )NL=(B,R’), [plpurbo+vurps):p = [glpuA
Yy + Pu A Pv) Y ([4]: pag 92)

1 1
Pero entonces, |fBYu /\Yv| = |afBXu /\X,,l = |f382?0AX| = —2—|—H—0—||/BAX|
1 oX 1 X 1 X
—_— —do| < —— —|do = —— -—
2|H0|I s On 7| < 2|Hp| /63 on 7 2|Hy| Jap | Oo
do| |or

do , ya que por el Corolario

del Teorema 2, sabemos que =0si |Xu|> = |Xs|? =0= X, X, pp

en B

TEOREMA 5  Supongamos que @ € L°°(R3,R3) , ¥ que %—?——' € L*(R®) para i,j =
j

1,2,3 i # j. Sea X € H¥(B,R®) tal que ||H(X)X|loo <1 y dDu(X)(¢) = 0 para

toda ¢ € CY(B,R%).

Entonces,

0X

EZ L2(aB,R%)
2(1 - |H(X)X|lo0)

X

L’(aB,Ra)‘
D(X) <

Demostracién ~ Sabemos que AX = 2H(X)X,AX, ppen B, luego, 0 = [[-AX +

2H(X)Xu A Xo)-X = [GIVX]? + 2H(X)Xy A X, - X] Jon 5y Xdo 2
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ax|*, \*
2D HCOX o)~ WX s ey (on 5| ) = 2DCO0-IH ()X )~
0X
X L 8 || =— ya que por el Corolario del Teorema 2
2o8,R)| 00 | ., s ’
(8B,R%)
0X X
5|~ l"a;‘ pp en 85

TEOREMA 6  Con las mismas hipdtesis del Teorema 5, también se verifica la siguiente

desigualdad:
olxp
Jop —5—do

on
PO < ROy

en particular

r 12
/ olx| do >0
s On

Demostracion  Sabemos que 0 = / (IVX)?+2H(X)Xu A Xy - X]—
B

X >
faB aa—n-XdU >2D(X)(1 - ||H(X)X“oo)—f53 %—:](-Xda, y como faB %—f-Xda =

1 9XP

2 Jop On

do , la demostraciéon queda completada.
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