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INTERCAMBIABILIDAD DEL CONJUNTO DE PUNTOS DE EQUILIBRIO
EN JUEGOS N-PERSONALES CICLICOS

I.AURIOL - E.OLIVERA"

Abstract In this paper we show the equivalence of interchangeability and
convexity for the set of equilibrium in n-person cyclic games with

special functions.

1 INTRODUCCION

H.H.Chin, Parthasaraty y T.E.S.Raghavan en [1], demostraron que en juegos
bipersonales no cooperativos convexidad 1implica intercambiabilidad en el
conjunto de puntos de equilibrio, y que esto no es verdadero para juegos de

mas de dos personas.

E.Marchi y L.Quintas en [3],introducen los juegos n-personales ciclicos
en los cuales la funcién de pago de cada jugador se descompone en suma de
otras dos con las siguientes caracteristicas : una de ellas depende solamente
de dicho jugador y del siguiente y la otra es independiente del jugador

involucrado.

En este articulo, siguiendo la idea de H.H. Chin, Parthasaraty y T.Raghavan,
demostramos que en estos juegos ciclicos intercambiabilidad y convexidad
son conceptos equivalentes para un numero arbitrario de jugadores . La

discusién acerca de la unicidad es idéntica a la dada en [2].

2 PRELIMINARES

Sea I' un juego n-personal en forma normal

T={I ,.... 1T A, .. A }
1 n 1 n

donde para j = 1,...,n IJ es el conjunto de estrategias puras del jugador jj

y A : g Ij — R su funcién de pago.
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Sea I' la extensién mixta de I

f‘={x,...,x,x,...,x }
1 n 1 n

donde Xj es el conjunto de estrategias mixtas del jugador j,es decir

I.
X = R/ i)=z0 Vi , i) =1
{ x; € Xj(lj) 1, Y Xj(lj) }

i € 1.
j j
y Kj su funcién esperanza
n
Kj(xl,...,xn) = Z Ai(xl,...,xn).[[1 Xj{lj)
G,...,1)e%k T =
1 n j=1 J
Un punto (x;,...,x’) € Xlx...xX es llamado punto de equilibrio de Nash si
n n
K (x2,..,x> ,x,x" ,...,x))zK (x,..,x> ,x,x" ,...,x")
j 1 j-1 j i+l n j 1 j-1 j j+1 n
Vx e€X j=1,...,n
j j

Denotaremos con € € Xlx...xX al conjunto de todos los puntos de equilibrio.
n .

. : . . . R s 1 1

Diremos que € es intercambiable si para cada (xl,...,x ) € € (xl,...,x ) € €
n n
i i
. n s . .
se tiene que (xl,...,x ) e edonde i =0 v 1=1 para todo j..
n j j

Si € es intercambiable entonces £ es convexo.

Si n = 2 convexidad implica intercambiabilidad (ver [1])

Un juego n-personal I' es ciclico si

B
—~
[
-
o
—
il

A, o yeAd i, i L1 j=1,...,n-1
1 j j+1 2 1

A{i,...,i)=4a"

n
(i ,i)+A (i ,...,i )
n 1 n 1 n’ 1 2 i ’

3 INTERCAMBIABILIDAD

En esta seccion probaremos en forma explicita el resultado de intercambiabi-
lidad en el caso de n = 3 .La demostracién se generaliza naturalmente para

n arbitrario.
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Sea n =3

Considerando las funciones de pago

. S P 1.

A (i,5,k) = A (i,5) + A (j,k)

s s a2, 2 . . .
AZ(I,J,k) = Al(J’k) + Az(k,l) 1eI1 , jel_, keI3
A_(i,5,k) = A2(k, 1) + A2(4,))

3 )J: 1 ’ 2 )J
Se obtienen los siguientes resultados :

Lema : (x',y’,2z’) € € si y solo si

(1) A:(x’,y’) E A:(x,y’) VxeXl

(1D A%y’ ,2’) = A%(y,2')  vyeX,

(I11) Af(z’,x') z Ai(z,x’) vzeX

Dem.: inmediata.

Teorema 1 € es intercambiable, si € es convexo.

Dem. Sean (x’,y’,z2’) € ¢, (xl,yl,zl) € ¢
Por ser € convexo para todo A, A € [0,1]

(XA ) = (A’ + (lfk)xl,ly’+ (l—A)yl,Az’+ (1-0)z") e

,yh,zh
y por el lema Ax(xk’yk) ES Al(x,yA) VxeX1

s 1
En particular cuando x = x’ y x = X

Al(xA,yA) z Al(x ,yx)
1
Al(xx.yk) = Al(x .yx)

de donde resulta

(1) A (x,,y,) = A (X" ,y,)
1OATTA 117‘ VA, Ae (0,1
(2) A1(XA’yx) = Al(x ,yx)
Sia=0 - .
en (1) A1(X Y ) = Al(x’,y )
ysia=1

en (2) A1(x’,y’) = Al(XlaY')
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Obtenemos los siguientes puntos que verifican trivialmente la condicién (I)

del lema.

P=(x,y,2'), P=(x,y,2), P= 'y ,z) , P= (x',y’,z")
1 2 3 a
Trabajando en forma similar con A2 vemos que los siguientes puntos verifican

la condicién (II) del lema

PR | ol o, (v Wl o PO U S
Ps- (x’,y’,z7) , P4— (x,y',z) , P1 (x,y,2") , P6 (x,y,2z")

En forma andloga con A3 , los puntos
_ 1, L, _ 11, _ R | _ , 1 1
P3— (x,y’,2") , P6 (x",y ,2') , P5 x,y',z°) , P2 (x’,y ,z)

verifican la condicién (III) del lema.

Es facil ver que P1 , P, P ,P ,P y Pe son puntos de equilibrio, lo

2 3 4 S

cual demuestra la intercambiabilidad.

4 UNICIDAD DEL PUNTO DE EQUILIBRIO EN JUEGOS CICLICOS COMPLETAMENTE MIXTOS

Una estrategia mixta es completamente mixta si cada una de sus coordenadas es
positiva. Se dice que un Jjuego es completamente mixto si todo punto de

equilibrio esta formado por estrategias completamente mixtas.

En  juegos  Dbipersonales completamente mixtos el conjunto de puntos de
equilibrio tiene un unico elemento ([4]). Para juegos de mas de dos personas
esto no se verifica sin condiciones adicionales como, por ejemplo, convexidad

del conjunto de puntos de equilibrio ([1]).

Sin embargo para el tipo de juego que estamos estudiando Marchi en[2] muestra

n

el siguiente resultado : Si el juego es completamente mixto y las matrices

i . R . .
A1 , i e {1,...,n}, de las funciones de pago son no singulares, entonces

el juego tiene solucidon Unica y los valores son no nulos y estan dados por

ip-1
[Al] 1 1

X = e vV =

i+1 iq-1 ! i iq-1
' PLE L BEPLE U
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