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ACOTACION UNIFORME LOCAL DE LAS SOLUCIONES
EN UN SISTEMA DE CONTROL CON RUIDO.

VERA W. DE SPINADEL

ABSTRACT

The numerical treatment of a control problem, using a step-by-step procedure, involves
usually a certain informational noise of one type or another. Very often, it happens
that small informational errors produce unstability in the solutions and the problem
of regularization arises. In this paper, a local uniform boundedness of the solutions is

proved, which turns to be useful in the design of “control with guidance”.

1. INTRODUCCION

El tratamiento numérico de un problema de control consiste normalmente en un al-
goritmo en cuyos calculos siempre entra ruido de informacién. Tal ruido puede, por
ejemplo, consistir en mediciones imprecisas, retrasos del tiempo de medicion, etc. Por
lo tanto, la solucién calculada no coincide con la solucién tedrica ideal y en el disefio

practico es preciso tener en cuenta la estabilidad de la solucién ideal.

A ese respecto, es importante llegar a establecer estimaciones que permitan regularizar
las soluciones del sistema de control para que sean estables respecto al ruido de infor-
macién. En este trabajo, se prueba una acotacidn uniforme local de las soluciones, que
puede ser muy til para disefiar un control- guia, estando la evolucién de la guia llevada

a cabe por célcules efectuados con una computadora.
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2. FORMULACION DEL PROBLEMA.

Sea X(to,29) el conjunto de soluciones
(2.1) z(.): [t,0] - R™

de la inclusién diferencial
(2.2) {:c(t) C co {f(tiz(t),u,v):u € P; v € Q}
w(to) =Ty
donde co{.} es la cdpsula convexa del conjunto. P y @ son conjuntos conpactos en

IR? y IR?, respectivamente.

Si se trata de la descripcién dindmica de un sistema controlado, entonces u(t) se inter-
preta como un vector p-dimensional que caracteriza la accién controlante al tiempo ¢ y
el vector g-dimensional v(t) corresponde a la perturbacién actuante sobre el sistema al
tiempo t. Si, en cambio, se trata de un juego diferencial de dos jugadores, los vectores
u y v son los controles del primero y segundo jugador, respectivamente [1].

Sea la particién del intervalo temporal [to, O]

AZ'{t0=T0<7’1<...<‘Tk+1—_—€')}-

Supongamos que al tiempo t = 7; se efectuan mediciones con una cierta imprecisién de

la posicién del sistema. Estas mediciones producen una variacién en los vectores
(24) .'1}*(’7’1’) ::E(Ti)-}-'y(‘l'i) 1=0,1,2,...,k

donde z(.) es el vector de posicién real del sistema e y(.) es el error de la medicion

efectuada en t = 7;.

Llamaremos “ruido de informacién” a la totalidad de errores y(7;) y la indicaremos
y(.)-

En un proceso paso-a-paso, supondremos que el control del primer jugador tiene la

forma
(25) w* () = u () = U(riy2°(3)
=U(r,z(m:) + y(7:))

donde 7, <t < Tyy; t=0,1,...,k.

Sea z(.,%9,z0,U,v(.),A,y(.)) la trayectoria paso-a-paso del sistema controlado que sa-
tisface la condicién inicial z(tg) = z, y ha sido generada por el control u*(.) dado por
(2.5) acoplada con un cierto control medible v(.) : [t5,0] = Q.
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Sean los conjuntos

A
(2.6) D(to,z0) = {(t,z(t)) e T x IR™ :t, <t < 0O; z(.) € X(to,z0)}
A
(2.7) Dy = U D(to, o)
(t0,z0)ED(t0,z0)

4

(2.8) D, {(t,e+y) e T x IR™: (t,z) € Dy, ||yl < K},

donde T es el intervalo en el cual varia el tiempo t en el problema de control consi-

derado y K es una cota para los errores.
Es ficil verificar que estos conjuntos son compactos en T x IR™ [2].

El estimado que vamos a obtener se usa cuando se consideran movimientos paso-a-paso
en pequefios intervalos de tiempo [7;,7;11]. Se requiere un estimado que no dependa
de la posicién z(7;). Para obtener tal estimado uniforme usaremos el hecho que los
movimientos paso-a-paso provienen de una posicion inicial fija (¢p,z¢), por ende los
grafos de tales movimientos paso-a-paso permanecen en un conjunto acotado Dy . Los

grafos de los movimientos concomitantes podrdn ser inmersos en el conjunto D; .

Suponiendo que la funcién f:T x IR™ x P x Q — IR™ es continua y lipschitziana, la

podemos acotar de la siguiente manera:

(29) Hf(t1,$1,u,’v) - f(t27$27u7v)!| < /\”1:1 - 132H + 5(6)
donde X es constante y la funcidn § — €(§) satisface

{s(6)>0 para § >0

li §)=0
o5 0

El estimado (2.9) es valido para todo par (u,v) € P x Q; y(ti,z;) € Di(z = 1,2) tal
que |t; —ty] < 6 e.d. es uniforme en D; x P x Q.

Sea
(210) A = max Hf(t,(l:,‘lL,U)H

para (t,z) € Dy,{u,v) € PX Q.

Sea £ > 0 y sean las funciones
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(2.11) a(8) 2 2[2A6 + 1][e(6) + AAS] + 2A%6
A
(2.12) ay(8,€) = a(8) +2(A+2)¢
(2.13) Ba(t,5,6) £ [52 + _____a#(;,g)] A (tt) f‘ﬂf—é—)

Es fécil verificar que B(.) = By(.,6, ) satisface la ecuacién diferencial

(2.14) {ﬂg i

= A,B( )+ 2a(6,€)
)= ¢

Elijamos ahora constantes § > 0; £, > 0 tales que se cumpla la inecuacién
(2'15) ﬂ#(t,&,f) <1 para te {i#,(ﬂ,é € (0760)75 € (0750)

y determinemes valores ug € P; vy €  a partir de las condiciones

(2.16) rtneaé((s , f(tay 2™, ug,v)) —anelngnea.éc(s (e, z*,u,0))
(217) min(s”, (1,2 u,v0)) = maxmin(s’, f(t,2",,0))

3. TEOREMA DE ESTIMACION.

Sean Dy, B4,60,€0 definidos por (2.7), (2.13) y (2.15). Sean uo y vy dos valores que
satisfacen las condiciones (2,16) y (2,17). Supongamos que

(ts,z.) € Do

|z, — 2"l < ¢

llzs — wal? < Bu(ts,6,€)

l[s* = (2« —w.)l <€
para 8 € (0,60);€ € (0,&). Con z(.): [ti, 0] = R™ y w(.):[t.,0] = IR™ indicamos
soluciones de

e

&(t) C Fa(t, 2(t),ue) = co{f(t,2(t),uo,v) : v € Q}

>

w(t) C F(t,w(t),ve) co{f(t,w(t),u,vo) : u € P}
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con las condiciones iniciales z(t,) = z,; w(ts) = w. respectivamente. Entonces
(3.1) llz(t) — w(t)lI” < Bau(t,§,€)
para t, <t<t,+§.

Demostracion: vamos a probarlo por reduccién al absurdo.

Sea T € [t.,t. + §] tal que
(3.2) ‘ lz(r) = w(r)||* > Bu(,6,€)

Usando (2.15) tenemos

(3.3) llz(t) — w(t)|| <1 para todo ¢ € [t,,]

En virtud de la definicién (2.7) de Dy y por ser (t,,z,) € Do resulta que (t,z(t)) € Do,
para t € [t., ®]. Ademads por (3.3) y recordando la definicién (2.8) de D, , tenemos que
(t,w(t)) € D, para t € [1.,7].

Sea s(t) = z(t) — w(t); £(t) = h.(t); w(t) = h*(t). Entonces

(3.4 AT aae), hafe) - (e

Para casi todo t € [r,,©] valen las inclusiones
A
co{f(t,z(t),uo,v) : v € Q}
co{f(t,w(t),u,ve): u € P}

h.(t) C Fy(t,z(t),uo)

>

h*(t) C Fz(t,’w(t),’vo)
Para todo vector s y cualquier conjunto compacto H valen las siguientes igualdades

I’Pea,}?‘((s,h> = héncix,”(s,h); irél,g(sah) = heniigl;’{“»h)

~ Llamando

\

\Pl(taz’sau) é max(‘s)f(taz)uav)/
(3.5) veQ

‘P2(tazas)v) é chlIP}<S, f(tai:)uav))

podemos establecer

/ (5(2), ha(t)) < Wi (t, 2(2), 5(2), uo)
(3:6) { (5(£), R*(8)) > Ta(t,w(t), (1), v0)
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Como (t,z(t)) y (t,w(t)) € D, para t € [t.,7], usando (2.10) y (3.3) tenemos
s < [Is(t)ll + 2A(¢ — ¢,) <2A6 + 1
la(t) = 2.l < AS; [ls(t) — s(t.)]| < 246

para t, <t < T.

En virtud de (2.11) podemos escribir

W1t 2(2), 8(8),w0) < Wa(tay 2ay 8(2a) %0) + ()| [M|2(2) — @]l + £(8)]
a(6)

(3.7) + Afls(t) — s(t)]| < Wilta, 2, 8(2), w0) + =

Andlogamente para ¥,

Ua(t, w(t), s(t), vo) 2 a(t, 2(t), s(2), vo) — Alls(t)]|*

(38) PR \ 2
> Wy (ta, 24, 8(te),v0) — Alls(B)]]” —

«(8)
2

Entonces, usando las cotas
s« = llzs —will < /By(ts, 6,€) < 1
ls* = sl = lls* — (2. —wi) <€
lz* — .l £ ¢
llegamos a
Uy (b, Ty, (24 ), w0) < V(e 2%, 8%, up) + (A + A}
Uy (te, Ty, 5(te),v0) = P(ts,z*,8%,v0) + (A — A

Por las acotaciones (3.7) y (3.8) y la definicién (2.12) de o tenemos
U, (2, (1), (), u0) < U(tu,z*,5%,u0) + 1/2a4(5,¢)
\I’2(t:w(t),5(t),v0) 2 \Il(t*,m*,s*,vg) - )‘Ils(t)Hz - 1/2(1#(5,6)

En virtud de la condicién de “punto de ensilladura” resulta
* * * * A
Uy (., z%, 8%, ug) = ¥a(ts,z%, 8", 0) = ¥
lo que nos permite acotar del siguiente modo

(s(t), ha(t)) < W + a_#izm

(s(0) hu(t)) 2 @ = S# B8 e

para casi todo t € [t,,§].
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Recordando (3.4) tenemos

d||s(¢)]|? ¢
(3.9) B < ax o) + 2048,
e integrando ambos miembros

(3.10) (P < e 07 4 [errrmo) ] 22 0d)

Como por hipétesis es ||s(t.)||> < Bx(ts,6,€) la inecuacién (3.10) se puede escribir

T— T a 676
IS(OI < B(te,8,6) X0 1 [oXrmw) - 1] 28

— [e2M(ta=t0) _ 1] a#(‘5»§)

, A
= ﬂ#(Ta 676)
Esto es
Is(r)1? = llz(7) = w(r)|* < By(r,6,€)
que contradice la hipdtesis (3.2) l.q.q.d
4. EJEMPLO.

Sea el sistema controlado descripto por la ecuacién diferencial

(4.1) { (1) = f(t,2(t),u,v(t))

(C(to) =Xy

donde f :Tx R"xPxQ — IR™; u(t) e PC IR?; v(t) € Q C IR? y se cumplen

las hipétesis del teorema de estimacién.

Sea un control paso-a-paso dado por

(4.2) u(t) = U(7i, 4, (1), w (7)) ‘ 7 <t< T (6=0,1,2,...,k)

La funcién U :Tx IR* x IR™ — P yla particién A = {tg =79 < 71,...;< Tkt1 = O}
son elegidas por el primer jugador. Supongamos que el primer jugador mide los estados
z(7;) con cierta imprecisién y el vector z.(7;) es un resultado de este error. El error

de medicién esta acotado por

(43) le.(r:) - 2(r)ll < ¢ (i=0,1,2,...,k)
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Segin (4.2), la eleccién del control u(t) depende también de w(7;) que es la posicién de
fase de la guja al tiempo t = 7;.

Sean las funciones
(4.5) U:TxR"x R" - P; V.:Tx R"x R™ - Q
tales que

mea.é((:c —w, f(t,z,U%t,z,w),v)) =

= mi — i, zhu,
) mipmag(e - v (b))
min(z — w, f(t,2, 0, Vo(t,2,0))) =
:?Eaggg;}(z_wvf(tazauav))

Supongamos que el punto inicial (t,zo) estd en un conjunto cerrade W y elijamos
una particién A de [to,®]. En el instante inicial t5 = 79, el primer jugador efectua
una medicién imprecisa de z, = z(#y). Sea z.(7y) el resultado de esa mediciéon. Sea
w(ry) € IR™ tal que

l[2(70) = w(7o)ll = min{[|z.(70) — wl| : w € W(to)}

donde W(ty) = {w € IR™ : (ty,w) € W}.

En el primer intervalo [ry,7;] elegimos un control constante para el primer jugador
u®(t) = U%(1o,2.(70),w(70)). Este control, acoplado a un cierto control medible para

el segundo jugador, genera un movimiento que satisface

(4.6) {i(t) = f(¢,z(t),u’(t), v(t))

z(tg) = zo ToStST

También elegimos en ese primer intervalo el control de guia constante

VY = v.(70,z.(70),w(70)) y consideramos la equacién diferencial

w(t) = Fa(t, w(t),v])
Como (79, w(79)) € W, por la estabilidad del conjunto W, existe una solucién tal que
(4.7) (r,w(n))ew
o bién

(4.8) {tw(t):to <t<m}INM #£0
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donde M es un conjunto cerrado que denota el “blanco”.

Eligiendo de manera andloga la construccién de los siguientes subintervalos temporales,

tenemos asegurado el seguimiento mutuo del sistema controlado y la guia.
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