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APROXIMACION ASINTOTICA
DE
FUNCIONALES ANALITICOS

RICARDO ESTRADA

ABSTRACT. Using the theory of distributional asymptotic expansions and the techniques
of complex analysis, we obtain the asymptotic approximation of an important class of
analytic functionals defined on a complex region.

1. INTRODUCCION

La teoria de distribuciones y el analisis asintdtico son dos ttiles ramas de la matematica
aplicada, ambas con una larga y rica historia. Sin embargo, la intima relacién entre dis-
tribuciones y expansiones asintéticas fue estudiada en detalle tan solo en afios recientes
[1,2,3,4,6,10,11,12,13,16,17,19,20,21]. El estudio de esta interaccién ha producido intere-
santes resultados tanto en el analisis local y global de las distribuciones [13,20] asi como
en la formulacién de problemas del andlisis asintdtico [11,16,21] y en su aplicacién en
campos como la mecdnica cuantica [9], la teorfa de nimeros [8], la teorfa de operadores
singulares [2] o la mecdnica clasica [4].

El propdsito de este articulo es presentar la expansién asintética de ciertos parientes de
las distribuciones, a saber, ciertos funcionales analiticos definidos en una regién compleja.
Usando los métodos de la expansién asintdtica de distribuciones y el teorema de Cauchy,
se obtienen de una manera sencilla las aproximaciones de punto extremo y la de descenso
maximo para estos funcionales analiticos. Esto da, al evaluar, los métodos correspondien-
tes para la aproximacién asintética de integrales consideradas en los textos de andlisis
asintético [5,7,14].

El plan del articulo es el siguiente. En la segunda seccion se recuerdan algunos resultados
de la expansién asintética de distribuciones que serdn necesarios en este estudio. En
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la tercera seccién se definen los funcionales analiticos y se dan sus propiedades bésicas.
Las secciones cuarta y quinta constituyen el corazén del trabajo: en ellas se obtienen las
aproximaciones de punto extremo y de descenso maximo.

2. EXPANSION ASINTOTICA DE DISTRIBUCIONES

En esta seccion damos los resultados de la teoria de la expansién asintética de funciones
generalizadas que necesitaremos. Para los detalles ver [11,12,13].

Usamos la notacién usual para los espacios de distribuciones [15,18], a saber,

(1) D es el espacio de funciones suaves, i.€. de clase C*, de soporte compacto. Una red
{¢s} de D converge a 0 en D si existe un compacto fijo K y oo tal que sup ¢, C K si
o > 0o y tal que {¢,} y todas sus derivadas converjan a 0 uniformemente en K.

(2) € es el subespacio de funciones suaves en todo R, i.e. C*®(RR), con la topologia de la
convergencia uniforme de todas las derivadas sobre compactos. Su dual es &', el espacio
de distribuciones de soporte compacto.

(3) S es el espacio de funciones de prueba que satisfacen limj|—.co z¥¢U)(z) = 0 para todos
los k,j € IN. Su dual es &', el espacio de distribuciones temperadas.

Si f es una funcién generalizada en una variable que decae en infinito rdpidamente (en
un sentido que precisaremos mas adelante), entonces f satisface la szansio'n asintdtica

de momentos
o )(:1:)
E ———n'/\n“ , cuando A — oo, (2.1)

donde los p,, son los momentos de 7,

pn =< f(z),z" > . (2.2)

La interpretacién de (2.1) es en el sentido distribucional, es decir, significa que si ¢ es
cualquier funcién de prueba, entonces

n 1
< f(ha), ¢ Z fnd . Wl +0( AN+2) , (2.3)

donde usamos el simbolo O grande de Landau. Recuérdese que la notacién f(z) = O(g(z))
cuando = — z, significa que f(z)/g(z) es acotada en las vecindades de zo. De manera
similar, f(z) = o(g(z)) cuando ¢ — zo significa que f(z)/g(z) tiende a cero cuando
T — Zo.

La expansion asintética de momentos no vale en los espacios D’ o &', pero si vale en £’
asi como en los siguientes espacios [11,13]:

(1) P, donde ¢ € P si $9)(z) = O(e"¥!) cuando |z| — co para j € Ny v > 0.

(2) Oy, donde ¢ € O si $V)(z) = O(]x|k1) cuando |z| — oo para algunos k; € R.

(3) O, donde O¢ es el subespacio de Opr donde todos los k; se pueden tomar iguales.
(4) K', donde K es el subespacio de Oy donde los k; se pueden tomar como k; = q¢ — j
para algin q € R.

Es interesante notar que aunque la expansién (2.1) vale para nicleos de la forma f(Az),
cuando A — oc, muchas veces un simple cambio de variable, en el sentido de las distribu-
ciones, permite la expansién de niicleos de la forma F(), z) cuando A — oco.
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Por ejemplo, si consideramos la funcién e=** € P’ la férmula (2.1) toma la forma

©0 6(2n) ft)
~ \/_Z 411. l)\n+1/2 : (23)

Si ahora quisieramos la aproximacién asintética de la integral

10 = [ M(a)iz,  A—oo, (2.4)

donde ¢ € Dy k € &, podriamos proceder de la siguiente manera. Sea zg un minimo
local de k(z) que supondremos no degenerado (i.e. &¥”(zo) > 0). Entonces, localmente,

k(z) = k(zo) + (z)?, (2.5)

donde ¥(zo) = 0 y donde ¢’(z) > 0. Asi, si U es un vecindario de zo que no contiene
ningin otro minimo de k(z) entonces en D(U) valdra

00 2n
e M) — (,3—k(avo)e—/\1.b(a¢)2 e~k zo)\/—z 6 ) "l)( ) (26)

4nnl)\n+1/2 )

En particular, como

6(z — z0) _ V26(x — o)

6(p(z)) = o (z0) —m)—— ) (2.7)
entonces
) = (7)o )+ 007 e8)
la versién distribucional de la férmula de Laplace [5,7,14]
I(3) = e e ( Akfz;o))” "$(a0) + O/ (2.9)

valida si ¢ € D(U). Naturalmente, la expansién de I(A) en el caso general se obtiene
usando una particién de la unidad y (2.9).

3. EL ESPACIO H(?) DE FUNCIONALES ANALITICOS

Sea  una regién del plano complejo €. El espacio H(f!) consiste de las funciones
holomorfas en ), equipado con la topologia de la convergencia uniforme en compactos de
Q.

Los funcionales analiticos sobre € son los elementos del espacio dual H'(f2), es decir,
funcionales lineales y continuos f : H(f}) — €. Al igual que con las distribuciones, la
evaluacién de un funcional analitico f € H'(?) en una funcién analitica ¢ € H(Q) se
denota por < f,g > o bien por < f(z),g(z) >

Los funcionales analiticos mas sencillos son las funciones delta de Dirac y sus derivadas,
5(’°)(z — 20), 20 € Q, k € N, definidas de la manera usual en distribuciones, a saber,

< 8®(z - 2),9(2) >= (-1)*g(z0) , g € H(Q). 3.1y
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Mi3s generalmente, series del tipo

i a,8™ (2 — zo) (3.2)

n=0

pertenecen a H'(2) siempre y cuando a, = O(r"/n!), n — oo, para algin r menor que
la distancia de zp a la frontera de (2.

Mientras que en la teorfa de distribuciones las funciones delta de Dirac §*)(z — z¢) tienen
soporte en el conjunto unitario {zo}, el resultado correspondiente no vale para las fun-
ciones analiticas 6(!)(z — 2). En realidad, no existe una nocién de soporte en el espa-
cio H(R): los elementos de H(f2) son funciones analiticas y asi su comportamiento en
cualquier disco, por pequefio que sea, las determina completamente. En consecuencia,
tampoco existe nocién de soporte en H'(§2). Por ejemplo, se puede pensar que 6(z — zo)
estd concentrada en {20}, pero la férmula

® (21 — 20)"6M(z — 2
(o — ) = 3 (1= 2080z =)

n=0

, (3.3)

n!

valida para z; cercano a zg, muestra que 6(z — zo) también se puede pensar como concen-
trado en z;. Mas aiin, si C es una curva cerrada en 2 que da vuelta a z, una vez, en la
direccidn positiva, entonces se tiene

1 6(z— ()
—z) = — ¢ = 224¢ . 4
Ty o
Una clase particularmente interesante de funcionales analiticos estd formada por los fun-
cionales I(h;C), definidos como

< I(h;C),g>= /C h(z)g(2)dz , (3.5)

donde h es analiticaen  y donde C' es una curva orientada en §). Nétese que el funcional
I(h; C) depende de C tan solo a través de su clase de homologia, médulo 2. En particular,
si C1 y Cz son homotépicas, médulo 2, entonces I(kh; C;) = I(h;C;). Esta propiedad es
muy util en el analisis asintético.

Naturalmente los I(k; C) también estan definidas si C es una unién de curvas orientadas,
C=Ci+ -+ C, y valdrd la identidad

I(h; Gy + Co) = I(h; Cy) + I(h; Cs) . (3.6)

Si C no es compacta en € sino que se acerca a la frontera 0f) en alguno de sus extremos
entonces I(h; C) no es un elemento de H'(2). Sin embargo, el funcional I(k; C) podra eva-
luarse en ciertos subespacios de H(f2). Por ejemplo, si  =C el funcional I(1,(—o0, o))
dado por

< I(1,(~00,00)),9 >= /_‘: 9(2)dz , (3.7)

esta bien definido en el espacio X = {g € H(C) : g(z + iy) = O(z?), = — oo, |y| < 1}.
Nuestro interés es la aproximacién asintética de funcionales del tipo I(e*/ OF C) cuando
A — 00
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4. LA FORMULA DE PUNTO EXTREMO

En esta seccion iniciamos el estudio del desarrollo asintético de funcionales analiticos del
tipo
I(eM3);0) (4.1)

cuando A — oo. De manera equivalente, buscamos el desarrollo asintético de la integral
/ eM@g(2)dz A= 00, (4.2)
Je

para g € H().

Iniciaremos el andlisis suponiendo A real y positivo. Mas adelante extenderemos los re-
sultados al caso en que A sea complejo y |A| — +oo.

Es conveniente comenzar con un ejemplo, que orientara el estudio.

Ejemplo. Considérese la expansién del funcional I(e**;C), cuando A — oo, donde
C = Cyp es una curva de z = @ a z = b en la regién conveza ).

Supédngase primero que Rea < Reb. Entonces la curva C' se puede deformar en Q a una
nueva curva C'’' = C; U C; consistente de una parte C; donde Re( < m < Reb , € C},
y de un segmento horizontal C; del punto b — é a b, para algin 6 > 0.

Entonces

1(e¥5,0) = I(e*%,Cy) + I(e¥;C) (4.3)

pero

I(e**;Cy) = O(e?™) A= o0, (4.4)

en tanto que

z Reb iSm ey & (_l)ng(n)(b)
I(e’;Cy), g(z) >= /mb‘(S e (t+iS b)g(t +:Sm b)dt ~ el Z% TR (4.5)

ya que segin la férmula de Laplace (2.8)
s(t — B)

H(t —a)H(B —t)eM ~ e Z Wl ,  A—oo. (4.6)
Resumiendo, si Rea < Reb entonces
&;0) ~ & i nWl[’), A= oo (4.7)
El caso Rea > Reb se reduce a éste al observar que I(e**;C) = —I(e**; —C), de modo
que
1(e¥%C) ~ *fl e e aew, (48)

Finalmente, si Rea = Reb podemos deformar C' a una curva C’' = Cyq U Cy con Red <
Re b. Asi, usando (4.7) y (4.8) se obtiene

. (z—b) s 6(")(2 —a)
(e C ,\bz e _ Z e

n=0

| (4.9)
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En el ejemplo la regiéon 2 se asumi6 convexa. En realidad, lo que cuenta para la validez
de (4.7), cuando Rea < Re b, es que el contorno C se puede deformar a uno de la forma
C1UC; con Reé < Rebsi £ € Cy y con Cy un segmento horizontal cuyo extremo’derecho
sea b. Como veremos, el analisis para el funcional I(e’\f(z); C) es similar si la curva C puede
deformarse a una donde Re f(z) tenga un minimo global en alguno de los extremos. Pero
antes de considerar esa situacién, veamos como las férmulas (4.7), (4.8) y (4.9) pueden
no valer si {2 no es convexa.

Ejemplo. Considérese la regién @ =C \ {z}, donde z > 0. Sea C una curva de —1 a 0
formada por una curva de —1 a  + 1 en el semiplano superior y una curvade z 4+ 1 a 0
en el semiplano inferior.

Asi, si g € H(Q), el cilculo de residuos da

/Ce)‘zg(z)dz— 21iRes,—1(eMg(z +/ eMg(t (4.10)

de modo que si la parte singular de g(z) en z = z tiene la forma

T;(z_x)n , (4.11)

entonces

/ g(2)dz = 2mie™ i

y se concluye que (4.9) no vale en este caso. B

an)‘n 1 a”)‘n 1

+/ eMg(t dt_27rze’\x§: 1) +0(1), (412)

n=1

La expansién de I(e’M®); () cuando f'(b) # 0 y cuando el contorno C = C,, puede
deformarse a otro contorno C’ con Re f(£) < Re f(b) para £ € C'\ {b}, puede obtenerse
de (4.7) por un cambio de variables. En efecto, cambios de variables holomorfos en el
espacio H'(f2) funcionan de la misma forma que los cambios de variables en distribuciones,
a saber, si la aplicacién conformal w = T'(z) es una biyeccién de Q a la regién A y si
T € H'(A) entonces el funcional T'(F(z)) € H'(Q2) se define como

<T(F(2)).9() > =< (), g(F (@) 2 > (4.13)

Notemos en particular las formulas
6(F(2)) = 6(;,(_2;“) : (4.14)
o= Pl s

validas si F((z) =0, F'(20) # 0.

Volviendo a I(e*/); C), podemos proceder como sigue. Sea A un pequefio disco centrado
en f(b) tal que la aplicacién w = f(z) define una biyeccién entre cierto vecindario ; de by
el disco A. Luego deformamos C' a un nuevo contorno C;UC; tal que Re (§) < m < Re f(&)
si £ € C;1y donde C; es un contorno contenido en A. Entonces '

I(MG); C) = 0(e’™) ' (4.16)
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mientras que

<I(B);C), 9(2) > =< I(; £(C2)), g(f T (w ))-—

Af(b) i < 5(”)(w _ f(b)),g(f—'l(w))% S \-n-1

MO S < §(f(z) - (B),9(2) > AT

Resumiendo.

Teorema. Sea f holomorfa en la regién Q y sea C = Cyy una curvaen 2 con f'(b) #0 y
tal que se puede deformar en §) a otra curva C' con Re f(€) < Re f(b) para £ € C'\ {b}.
Entonces

I(e/\z; C) ~ e ®) i Mf%g__ﬂm , cuando A — oo , (4.14)

n=0

en el espacio H(f2). B

5. EXPANSION DE PUNTOS DE ENSILLADURA

En esta seccién consideramos la expansién del funcional analitico I(e*/®*),C)) cuando la
contribucién principal no proviene de los extremos de C'. La expansién que obtendremos
se conoce como expansion de puntos de ensilladura y el procedimiento que conduce a ella
se conoce como método de descenso mdzimo.

Los puntos 29 € 2 donde f'(29) = 0 se llaman puntos de ensilladura. El grafico de
|} @) = e*®ef(2) como funcién de z = Rez y y = Sm 2z se llama la superficie de relieve.
Los puntos de ensilladura son puntos de ensilladura, en el sentido usual, de la superficie
de relieve.

Las curvas en las que u = Re f es constante se llaman curvas de nivel. Las curvas de
nivel son las lineas de contorno de la superficie de relieve: en ellas la altura |e*/(?)| de la
superficie de relieve se mantiene constante en tanto que la fase de e*(*) varfa tan rapido
como es posible. Por otra parté, las curvas en las que v = Sm f es constante se llaman
curvas de descenso mdzimo; ellas son las lineas gradientes de la superficie de relieve: en
ellas |e*(?)| cambia tan rapido como es posible.

Un punto de ensilladura se dice de orden m si f'(z) = ... = f(™(z) = 0 pero
fm(2) # 0. En un punto de ensilladura de orden m, m + 1 curvas de nivel se
encuentran y determinan dngulos iguales que son bisecados por m + 1 curvas de nivel.
Estas m + 1 curvas de nivel dividen la superficie de relieve en m + 1 valles y m + 1 colinas.

Comencemos con un ejemplo.
Ejemplo. Considérese la expansién del funcional analitico I(e’\z2; C) donde C es una

curva del punto z = a al punto z = b en la regién convexa 2. Supondremos que el punto
de ensilladura z = 0 pertenece a .

Las curvas de nivel a través de z = 0 son z = y y z = —y, que dividen el plano en
dos colinas (—7/4 < argz < /4y 3r/4 < argz < 5r/4) y dos valles (7/4 < argz <
3r}4y dr/4 < argz < Tw/4). Las lineas de descenso maximo por z = 0 son las lineas
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y=0yz=0.Eny=0lafuncién |e*’| = e*(#*~¥") tiene un minimo en z = 0 en tanto

que en z = 0 la funcién |e***| tiene un méximo en z = 0.

La expansién de I(e**’;C) se obtiene de la férmula del punto extremo (4.14) i a o b
pertenecen 2 una colina o bien si ambos estdn en el mismo valle. Sin embargo, (4.14) no
puede aplicarse si z = a y z = b estén en valles diferentes pues Re a? y Re b2 son ambos
negativos pero en cualquier curva C de a a b hay puntos ¢ con Re £? > 0. Para obtener el
desarrollo de I(e’\zz; C) en este caso deformamos C' a una poligonal C;UC2 U C3 donde C4
es un segmento horizontal de a a :3ma, C; es una linea de descenso maximo de :Sma a
tSm by C5 es un segmento horizontal de i3m b a b. Dado que

I(e¥;C;) =0(e™),  j=1,3, (5.1)
donde —m = max{—(Sma)?, —(Sm b)?} < 0, bastar obtener la expansién de I(e**’;C).
Pero
< I(e*;Cy), g(z) >= /c e g(2)dz
. Im b 2
= z/ e Mg(it)dt
Sma
~ ii/w e g(it)dt
o T 2n+1 (2n) )
L S D)
=0 (2n)!)\ 2
y asi

5 (1) D5 )
= (2n)! AZ5
donde o = sgn(Smb—Sma)=+1. B

, (5.2)

El anélisis en las vecindades de cualquier punto de ensilladura de primer orden es muy
similar a este ejemplo. En realidad, un simple cambio de variables en (5.2) da la expansién
en este caso.

En efecto, supéngase que f'(z9) = 0, f"(z0) # 0, donde f = u + v es analitica en
las vecindades de z5. Entonces, en un pequefio vecindario de z = zy podemos escribir
f(2) = f(20) + p(2)?, donde p es una biyeccion a un vecindario de z = 0. Entonces si C
es una curva del punto z = a al punto z = b, situados en diferentes valles para |e*/(?)]
cerca de z = zp, se tendra ‘

I(e’\f(z); C)= e’\f(ZO)I(e/\ﬂ(z)z; C)
" r 6(2n)
<o £ 1 (i)

y escogiendo la rama p(z) = \/}(-z) — f(zo) de modo que o = sgn(Sm(f(b) - f(a))) =1,

obtenemos

b

H9, ) m i §2 T TCHNEI () — f(z0))

g’ (2n)! AT (5:3)
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La aproximacién de primer orden

—27
M@, (1 o M), | _
I C) ~ e )\f”(zo)é(z Z0) (5.4)

es la versién distribucional de la aprozimacion de punto de ensilladura

/c Mg (2)dz ~ GM(ZO)\/ A;f2(:o)g(50) . (5.5)

La aproximacién asintética de I(e*/(*); C) en las vecindades de un punto de ensilladura
de orden superior puede obtenerse usando los mismos argumentos. Comenzamos con el
caso f(z) = z*, donde C es una curva del punto de ensilladura z = 0 al punto z = b,

que supondremos que pertenece a un valle. Obsérvese que en cada valle hay exactamente
k

una raiz de la ecuaciéon w® = —1: el rayo con ecuacién paramétrica tw, t > 0, es la curva
de descenso maximo que lleva al punto de ensilladura en ese valle. Denotaremos w como
w(b) cuando queremos indicar que a y b pertenecen al mismo valle.

Para obtener la expansién deformamos C' a un contorno consistente en dos partes Cy y
(', donde (' es un segmento de 0 a w a lo largo de la curva de descenso maximo y donde
C, es una curva de w a b en el valle. Entonces, cuando A — oo se tendra

k k k
/ e dz =/ e dz +/ e dz
C 1 Cy

k
~ e dz

Cy
! — Atk
~ w/o e g(tw)dt
L T g(0)
En! A%

n=0

y

ya que

n=0
En resumen,
co (__1\nT(ntl n+15(n)
e 0y 5 CUTCE) 50 )
kn! A%

n=0

, (5.6)

para una curvade z=0a z = b.

El caso de una curva de extremos z = a y z = b situados en valles distintos se sigue de
(5.6) como
—1)"T(%E) (w(B)"*! — w(a)™)6(2)

n4l
En! A5

En el caso general en el que z = z¢ es un punto de ensilladura de orden k para la funcién
f(2), escribimos f(z) = f(20) + p(2)* en las vecindades de zo para obtener

(M), C) ~ M) i (—1)”F(ﬁfl)(w(f)(b)i"*'l)\—lz(f'(a))”*1)5‘")(/)(2’))

1(¥;C) ~ i_ojo ( (5.7)
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para el caso de extremos z = a y z = b situados en valles distintos en las vecindades de
zZ = Z2p.

Hemos asi establecido el siguiente

Teorema. Sea f € H(f)y sea zo € ) un punto de ensilladura de orden k de f. Sea A un
disco centrado en zq en el que es posible definir una rama analitica p(z) de (f(z)— f(z0)"/*.
Entonces si C es una curva en A con extremos z = a ¥ z = b situados en valles distintos,
se tendra

L) 100 5 EUTEEN o) — wlp(a) )5 (p(2)

EESY )
n=0 kn! A%

(5.8)

cuando A — co. B

Finalmente consideramos el caso en el que el pardmetro A es complejo y |[A| — oco. Es-
cribimos entonces A = £s, donde |£| = 1 y donde s = |A|. Debemos entonces considerar el
funcional I(e*¢/(?); C). La funcién £ f(z) tiene los mismos puntos de ensilladura que f(z),
pero la constante multiplicativa ¢ produce una rotacién en el patrén de valles y colinas.
Dado que la expansién depende de la localizacién de los extremos de C con respecto a
valles y colinas, la expansiéon cambia de forma cuando la rotacién hace que los extremos
crucen las lineas de nivel. Este cambio en la expansion es el llamado fendmeno de Stokes
en la expansién de funciones analiticas [5,7,13,14].

Ejemplo. Consideremos el desarrollo del funcional 7(e***; [0, 1]) cuando A — oo, donde
[0,1] es el segmento de z = 0 a z = 1 en el eje real. Escribiendo A = £s con [€] =1y
s > 0, debemos considerar la funcidén £z2. Las lineas de nivel cerca del inico punto de
ensilladura, z = 0, son las lineas argz = —%arg{ + %+ 7% Se sigue que siempre y cuando
largé| < m/2, es decir, siempre y cuando Re A > 0, entonces el extremo z = 1 pertenece
a una colina y asf la férmula de punto extremo (4.14) es aplicable:

1 2
/0 e’ g(z)dz ~ erg(1) , Re A > 0. (5.9)

Por otra parte, si 7/2 < argf < 3m/2, esto es, si Re A < 0, entonces 1 pertenece a un
valle y se aplica la aproximacion de punto de ensilladura,

1 2 —
/ P g(z)dz ~ [ 2g(0) . Red <0, (5.10)
0 4

Los rayos A = *ti, t > 0, son las lineas de Stokes: a través de ellas la aproximacién
de I(e**;[0,1]) cambia de e*§(z — 1) a T56(z). Para obtener la aproximacion a lo
largo de estos rayos debemos combinar ambas aproximaciones. En efecto, deformamos el
segmento [0,1] en una curva C = C;UC, donde C} es un segmento de la linea de descenso
maximo y donde C; es un segmento de esta linea al punto z = 1. Para C) se aplica la
aproximacién de punto de ensilladura, I(e***;C}) ~ 71 6(t), mientras que para C; se
aplica la aproximacion de punto extremo, I(e***; Cy) ~ €*6(z — 1) y asi, como el primer
término es dominante,

1, -
/ e g(z)dz ~ | —g(0),  ReA=0. (5.11)
0 4\
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En realidad, podemos combinar ambas aproximaciones y obtener la aproximacién uni-
forme

1(e:]0,1]) ~ e*8(z — 1) + \/gé(z) , (5.12)
valida en todo C. W
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