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AB S TRAC T . A n  " a l í gnmen t  r e l a t í on "  between poí n t s  of t wo 

con c u r r e n t  s egmen t s  o f  a convex i t y  spa ce í s  defí n e d .  Dí .f f e r e n t  

t ypes o f  convexí t y  spa c e s  a r e  cha r a c t e r í zed b y  c e r t a í n  

prope r t í e s of t h í s a l i gnment r e l a t í on .  Spe c i a l  a t t e n t í on í s  

devot ed t o  t h e  c h a r a c t e r í za t í on of convexí t y  spa c e s  wí t h  

v í s í bí l í t y condí t í on s  ( exí s t en c e  o f  convex compon e n t s ,  

con s t r u c t í on o f  v í s í bí l í t y ce l l s ,  T - c o n v e x í t y  spa c e s J and wi t h  

s epa r a t í on prope r t i e s ( Dr e't;ev í é ' s  prope r t y  o r  Kaku t a n í ' s  

prope r t y  J .  The c en t r a l  t h e o r ems of t h i s  paper gen e r a l í z e 

preví o u s  r e s u l t s  of Ko 'todzí e j czyk ( 1 9 8 5 ) and B r e s s a n  & T o r a n z o s  

( 1 9 9 2 ) .  

l .  I NTRODUCC I ON y DEF I N I C I ONE S . 

D i r emo s qu e ( X , G )  e s  u n  e spa c i o de convexí da d  s i  y s ó l o  s i  X 
e s  u n  c o n j u n t o  n o  vac í o  y G e s  u n a  f ami l i a de s u b c o n j u n t o s  d e  

X t a l  qu e 0 E G ,  X E G Y s i  '!} e G entonc e s  n '!} E C .  E n  e s t e  

traba j o  ( X , G )  s i empr e  denotará u n  e s pac i o  d e  c o nvexidad . 

U n  c on j u nto S e X s e  l l amar á  C - conv exo s i  y s ó l o  s i  S E C .  La 
cápsul a C - conv exa de u n  s ub c o n j u nto S de X se de f i n e  e n  l a  f o r ­

m a  u s u a l : 

C ( S )  = n { e E C I s e e } .  
S i  { X1 , X2 " "  , x) e X ,  

b i r á  C ( x , x , . . .  , x ) .  1 2 n 

e l  c o n j u nt o  C ( { x , x , . . .  , x } )  s e  e s c r i -1 2 - n  
C omo c a s o  part i c u l a r , C ( { X1 , X2 } )  s e  s im-
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bo l i z ará t; ( x  , x ) y se l l amará t; - s egmen t o  x ,  x .  Tamb i é n , s i  1 2 1 2 
P E X Y S e X ,  t; ( { p }  v S )  s e  denotará t; ( p  v S ) . 

Con s i d e r emo s S e X y x E S .  La t;- e s t r e l l a  de x en S e s  e l  C OJl ­

j u nto 

t; - s t ( x , S )  = { y E S I t; ( x , y )  e S } .  
E l  c o n j u nt o  S s e  d i r á  '€ - e s t r e l l ado con r e spe c t o  a x E S s i  y 
s ó l o  s i  t; - s t ( x , S )  = S .  E l  '€ -mi r ador de S e s  e l  c o n j u n t o  

'€-mi r ( S )  = { x E S I '€- s t ( x , S )  = S } . 
S e s  '€ - e s t r e l l ado s i  y s ó l o  s i  , e s '€ - e s t r e l l ado c o n  r e s p e c t o  a 

a l gu n o  d e  s u s  punto s , e s  d e c i r , s i  y s ó l o  s i  '€-mir ( S )  '" 0 .  

Para S e X y x E S ,  de f i n imo s l a  cél ul a de t;-vi s i bi l i da d  de x 

con r e spect o a S med iante 

t; - v i s ( x , S )  = { y E '€ - s t ( x , S )  I '€ - s t ( x , S )  e t; - s t ( y , S )  } .  
La n o c i ó n  d e  c é l u l a de vi s ib i l idad f u e  introdu c ida p o r  T o r a n z o s  

[ 1 0 ]  para l a  convexidad u s u a l  e n  e s pac i o �  vector i a l e s  r e a l � s . 

S u  g e n e r a l i z ac i ó n  a e s pac i o s  de c o nvexidad s e  e n c u e n t r a  e n  [ 4 ] . 

S i  S e X ,  d i r emo s que M e s  una componen t e  '€- convexa de S s i  y 
s ó l o  s i  M e s  u n  subcon j u nto t; - c o nvexo maxima l d e  S .  E n  e s t e  

t raba j o ,  M ( S )  s i empre denotará l a  f ami l i a d e  toda s l a s  c ompo ­

n e nt e s  '€ - c o nvexa s d e  S .  A c o n t i nu a c i ó n  d e f i n i r emo s d i ve r s o s  t i ­

po s d e  e spac i o s  de c o nvexidad . 

( X , t; )  e s  u n  e spaci o de DF- convexi dad s i  y s ó l o  s i  V S e X ,  

'€ ( S )  = U { ,€ ( F ) I F e S y c a rd ( F ) < ro } .  
( X , '€ )  e s  u n  e spa c i o de JHC - convexi dad s i  y s ó l o  s i  para todo 

p E X Y para t odo subc o n j unto no vac í o  S d e  X ,  se cump l e  

'€ ( p v S )  = U { '€ ( p , s )  I s E '€ ( S ) } . 

( X , t; )  e s  u n  espa c i o  de JD- convexi dad s i  y s ó l o  s i  e s  u n  e spa c io 

d e  JHC - c onvex idad y DF- co nvexidad . 

( X , t; )  e s  u n  e spa c i o  de 'U" - convexi dad s i  1 
'€ ( x )  = { x } . 

y s ó l o  s i  \;/ x E X , 
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( X f � )  es u n  e spa c i o  de T - convexi dad s i  y s ó l o  si V S e X ,  

� - m i r ( S )  = n M ( S ) . 

E n  1 9 6 7  Toran z o s  probó e s t a  prop i edad e n  e s pac i o s  v e c t or i a l e s  

r e a l e s  [ 9 ) . E n  1 9 7 6  B r e s s a n , ( 1 . 7 )  V I  de [ 2 ) , l a  d emo s t r ó  e n  u n  

c o n t exto ax i omát i c o equ iva l e n t e a l  de e s p a c i o s  d e  V 
1 

JD - c o nvexidad . Lo s e s pa c i o s de T - c o nvexidad f u e r o n i nt rodu c ido s 

e n  1 9 8 5  por Ko l od z i e j c z y k [ 8 ) . E n  1 9 9 2  B r e s s a n  y Tora n z o s , 3 . 3  
d e  [ 4 ) , pr u eba n  u n a  r e l a c i ó n  e nt r e e s p a c i o s de T - c onvexidad y 

c é l u l a s  de G - v i s ib i l idad . L a s  d e f i n i c i o n e s  y n o t a c i o n e s  dad a s  

má s a r r iba apa r e c e n  e n  l o s  do s ó l t imo s t raba j o s me n c i o nado s . 

S e gu idame nte d e f i n i r emo s l o s  e s p a c i o s  de S - c onvex idad y u n a  r e ­

l a c ión de a l i n e a c i ó n  e n t r e  p u n t o s  de do s G -- s eg1n e n t o s  qu e p e rmi ­

t i rá c a r a c t e r i z a r  l o s e s p a c i o s  d e  J O - c o nv e x i dad y de 

T - c o nvexidad . L o s  e s pac i o s  d e  c o nvexidad d e  Dre� ev i 6  y d e  Kaku ­
t a n i , que d e f i n i r em� s má s ade l a n t e , t amb i é n  s e  podrán c a r a c t e ­
r i z a r  medi a nt e l a  r e l a c i ó n  a n t e s  me n c i o n ada . 

D i r emo s qu e ( X , G )  e s  u n e spa c i o  de S - conv exi dad s i  y s 6 1 0  s i  
para todo S e X s e  c ump l e  

S E G � 'r/ { a , b }  e S ,  G ( a , b )  e S .. 

Para { a , b , c , d }  e X ,  donde d E  G ( b , c ) , d e f i n imo �, l a  r e l a c i ó n  
'R :  G ( a , d )  -> G ( a , b ) p o r  

x 'R Y � X E G ( c , y )  , 
qu e l l amar emo s r e l a c i ón de a l i n e a c i ón c o n  e l  pun t o  c ,  e n t r e  

l os pun t o s  d e  G ( a , d )  y l o s d e  G ( a , b ) . La m i sma qu eda u n ivo c a ­
mente dete rm i n ada por l o s pu n t o s a ,  b ,  c ,  d de X ,  l o s  cu a l e s  

pueden n o  s e r  d i s t i nt o s  p e r o  deben c ump l i r qu e d E G ( b , c ) . 

E s c r ib i r emo s [ a , b , c , d )  para i n d i c a r  qu e � e cump l e  e s ta c o n d i ­

c i ó n . Denotaremos l a  r e l a c i ó n a n t e r i o r  med i a n t e � [ a , b f c , d ) . E l  

domi n i o  y l a  imagen de e s ta r e l a c i ó n  s o n , r e s p e c t i vame n t e : 

Dom � [ a ,  b ,  c , d )  = { X E G ( a ,  d ) I :3 Y E G ( a l b ) , x 'R y } ,  
1 m  :R [ a ,  b ,  e ,  d 1 = { y E G ( a ,  b )  I :3 x E G ( a ,  d ) , x 'R y } .  

E n  l a c onvexidad u s u a l  e n  e spa c i o s  vector i a l e s  r ea l e s  s e  cump l e  

V [ a , b , c , d ) , Dom 'R [ a , b , c , d ]  = G ( a , d ) y 1m � [ a , b , c , d ) = G ( a , b ) ; 
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es má s , s i  a ,  b ,  c no e s tán a l i n e ados y d .  c ,  enton c e S  

� :  � ( a , d )  � � ( a , b )  e s  u n a  f u n c i ó n  b i y e c t iva . 

2 .  CARACTE R I Z AC I ON DE LOS E S PAC I O S  DE 3D- CONVEX I DAD Y DE 

T - CONVEX I DAD . 

Come n z a r emo s e s t e  parágra f o  dando a l gu n o s  r e s u l tado s qu e s e  

u t i l i z arán e n  l a  demo s t r a c i ó n  de l t e o r ema 2 . 5 .  L a  s igu i en t e  

propo s i c i ó n  e s  e l  t e o r ema 2 . 2  de [ 4 ] . 

PROPO S I C I ON 2 . 1 :  Sea ( X , � )  un espa c i o de convexi dad y S un 

subcon j un t o no vacío de X ,  ent onces 

�-m i r ( S ) = n { �-vis ( x , S )  I x E S } .  
D i r emo s q u e  u n a  f ami l i a de s ubcon j u n t o s  de X e s  u n a  cadena s i  y 
s ó l o  s i  l a  mi sma e s t á  tota lme n t e  ordenada por i n c l u s i ó n . La s i ­

gu i e n t e  equ iva l e n c i a  f u e  p r obada por Harnmer [ 7 ] . 

TEOREMA 2 . 2 :  Sea ( X , G )  un e spa c i o de convex i dad.  Ent onces ( X , � )  

es un espa ci o  de DF- convexi dad si y sól o si l a  uni ón de t oda 

cadena de conjun t o s  G - convexos es un con j un t o  � - convexo . 

PROPO S I C I ON 2 . 3 :  Si ( X , � )  e s  un espa ci o  de S - convexi dad ,  ent on­

ces e s  un e spa c i o de DF- convexi dad .  

L a  propo s i c ió n  a nt e r i o r  s e  p r u eba med i a n t e  l a  ap l i c a c i ó n  d e  l a s  

de f i n i c i on e s  de e spac i o s  de S - c o nvexidad y DF - c o nv exidad . S u  

r e c ipr o c a  n o  e s  vá l ida , l o  c u a l  puede v e r s e  u s ando 4 . 3  de [ 4 ] . 

C omo c o n s e c u e n c i a  d e l  t e o r ema 2 . 2  y de l l ema de Z o r n  obt e n emo s : 

COROLARI O  2 . 4 :  Sea ( X , � )  un espaci o de DF- convexi dad ,  ent onces 

val en l a s  s i gui e n t e s  propo s i c i ones : 

( i )  Si C e S e X y C e s  � - convexo , entonces exi s t e  M, componen­

te � -convexa de S , tal que C e M.  

( i i )  Si  S es una un i ón de subconjun t o s  � - convexos de X ,  enton­

ces S es uni 6n de sus component es �- convexa s .  
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E l  teorema q u e  dar emo s a c o n t i n u a c i ó n  c a r a c t e r i z a  l o s  e spac i o s  

de JD- c o nvexidad u t i l i z ando l a s  r e l a c i o n e s  � [ a , b , c , d ] . Ademá s ,  

permite c a r a c t e r i z a r  d i c h o s  e s pac i o s  med i a n t e  l a  exp r e s ió n , pa­

ra c i e rtos s ubcon j u n t o s  d e  X ,  de las c é l u l a s  de � - v i s ib i l idad y 
d e l  �-mirador c omo i n t e r s e c c i ó n  de c ompo n e nt e s  � - c o nvexa s . 

TEOREMA 2 . 5 :  Sea ( X , � )  un espa ci o de convex i dad,  ent onces son 

equi val ent e s :  

( i )  ( X , � )  e s  u n  e spa c i o  d e  S - convexi dad t a l  que 

V [ a , b , c , d ]  Dom � [ a , b , c , d ] = � ( a , d ) . 

( i i )  ( X , � )  e s  un e spa c i o de JO- convexida d .  

( i i i ) Si S e s  un i 6n d e  subcon j unt os G' - convexos d e  X ,  ent onces 

V X E S , G' - V i S ( X , S ) = n { M E .M ( S )  I X E M } . 
( iv )  Si S e s  un i ón de subcon juntos � - convexo s de X ,  ent onces 

G'-mir ( S )  = n .M ( S ) . 

Demo s t r a c i ón . ( i )  =? ( i i ) . Supo ngamo s ( i ) . P o r 2 . 3 , ( X , G' )  e s  u n  

e spa c i o  de DF - c o nvexidad . S e a n  p E X ,  0 * S e X ,  y 

G - j o i n ( p , G' ( S » = U { G' ( P , S ) !  s E � ( S ) } . 

E s  i nmed i a t o  qu e { p }  u S e G' - j o i n ( p , � ( S »  e � ( p  u S ) . Re s t a  
probar , ú n i c am e nt e , qu e G- j o i n ( p , G ( S »  e s  G - c o nvexo . Tornemo s 
{ Xl , x2 } c G - j o i n ( p , G ( S » , X EO G ( Xl , X2 ) ·  Lu ego exi s t e n  S l y S 2 
e l emento s d e  G ( S ) , ta l e s  qu e Xl E G' ( P , S l ) y X2 E � ( P , S 2 ) '  Pero 
Doro � [ xl , S 2 / P , x2 1 = G' ( X

l , x2 ) i  a s í  ex i s t e  y E G ( Xl , S 2 )  t a l  q u e  

x E � ( p , y ) . C orno Dom R [ s 2 , s l , P , xl l = � ( S 2 , X
l ) '  exi s t e  

Z E � ( S , S ) t a l  qu e y E G ( p , Z ) . As í ,  X E � ( P , y ) c G ( p , z ) , d o n -
2 1 

de Z E � ( S l , S 2 ) e G ( S ) . E n  c o n s e c u e n c i a , x E � - j o i n ( p , G ( S » , 

r e s u l tando e s t e  c o n j unto G - c onvexo . 

( i i )  =? ( i i i ) . Supo n gamo s ( i i ) . S e a  x E S ,  donde S e s  una u n i ó n  

de s ub c o n j u nto s  'G' - c o nvexo s de X y c o n s ideremo s l a  f ami l i a 

.M ( S )  
x 

Por 2 . 4  ( i i ) , U .M ( S )  = S 

{ M E .M ( S )  I x E M } . 
e n  c o n s e cu e n c i a , .M ( S )  "* " .  x 

e n t on c e s  V M E .M ( S ) , � ( x , y )  e M e S ,  e s  de c i r , 
x 

y E G - S t ( X , S ) . S i  Z E � - S t ( X , S ) , enton c e s  � ( x , z )  e S y ,  por 

2 . 4  ( i  ) , 3 M E .M ( S ) t a l  que � ( x , z ) c M . Evidentement e ,  
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M E M ( S ) ¡ e n  c o n s e c u en c i a , y E M , de donde t:i' ( y , z )  e M e S ,  l o  
x 

qu e imp l i c a  qu e z E t:i' - s t ( y , S ) . Luego , y E t:i' - v i s ( x , S ) . 

Ahora , s ea y E t:i' - v i s ( x , S ) , e s  dec i r , y E t:i' - s t ( x , S )  e t:i' - s t ( y , S 2 ' 

S i  M E M  ( S ) , ent o n c e s  V Z E M ,  t:i' ( x , z )  e M e S .  E n  c o n s e c u e n -x 
c i a , V z E M , G' ( y , z )  e S ¡  a s í ,  p o r  ( i i ) , t:i' ( y  u M )  e S .  La max i -

ma l idad de M imp l i c a  q u e  t:i' ( y  u M )  = M ,  p o r  l o  c u a l  y E M .  D e  

e s t a  f o rma y E n Mx ( S ) . 

( i i i ) � ( iv ) . S upo ngamo s ( i i i ) . S i  S = 0 ,  entonc e s  ( iv )  r e s u l t a  

t r iv i a l . P a r a  S * 0 s e  obt i e n e  ( iv )  c orno c o n s e c u e n c i a  d e  2 . 1 .  

( iv ) � ( i )  . S upongamo s ( iv )  . S e a  A e X t a l  qu e V { a , b }  e A 

t:i' ( a , b )  e A ,  e s '  de c i r , G' - m i r ( A )  == A .  De e s ta f o rma , A e s  una 

u n i ó n  d e  s ub c o n j u n t o s  li' - c onvexos de X ,  y u t i l i z a ndo ( iv )  obt e -

n erno s A = G'-mir ( A )  = n Al ( A )  E li' .  E n  c o n s e c u e n c i a , ( X , li' )  e s  un 

e s pa c i o  de S - c onvexidad . 

S e a  [ a , b , c , d ] , e s  d e c i r , { a , b , c , d } e X c o n  d E  t:i' ( b , c ) . Tornemo s 

S = U { G' ( c , y )  I y E li' ( a , b )  } .  
P o r  2 . 3  Y 2 . 4  ( i )  , 3 M E Al ( S )  t a l  que t:i' ( a ,  b )  e M .  P e r o , 

c E t:i' -mir ( S )  Y I por ( iv ) ,  li' -mir ( S )  = n Al ( S ) , de donde c E M .  

As í r e s u l t,a  S = M E G .  De e s t a  f o rma t:i' ( a , d )  e S y V X E t:i' ( a , d ) 

3 y E t:i' ( a , b )  t a l  qu e x E t:i' ( c , y ) , e s  d e c i r , x R y .  E n  c o n s e c u e n ­

c i a , Dom R [ a , b , c , d ]  = t:i' ( a , d ) . 

De l a  equ iva l e n c i a  e n t r e  ( i i )  y ( iv )  de 2 . 5 , obt e n erno s e l  

s igu i e n t e  c o r o l a r i o , que e s  e l  t e o r ema 4 . 2  d e  [ 8 ] . 

COROLAR I O  2 . 6 :  Sea ( X , G )  un e spa c i o de �
l

- convexi dad .  Ent onces 

( X , t:i' )  e s  un espa ci o  de T - convexi dad si y s6l o s i  e s  un espa ci o  

de JO- convexi dad .  

E n  2 . 6  l a  condi c i ó n  � s e  u t i l i z a  G n i c amente para p r o b a r  qu e l a  
1 

JD-- c onvexi dad imp l i c a  l a  T - c o nvexidad . E n  v i rtud de 4 . 1  de [ 4 ] , 

hay e spa c io s  de T - c o nvexidad que no s o n  � .  S i n  emb a r go , todo 
1 

e spac i o  de T - c onvex idad deberá c ump l i r  l a  c o ndi c i ón � l D 

D i r emos que ( X , t:i' )  e s  u n  espa ci o  de � - convexi dad s i  y s ó l o  s i  l D 
V x E X ,  V C E  G - { e!}  , t:i' ( x )  e { x }  u C .  
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PROPOS I C ION 2 . 7 :  Sea ( X , � )  un e spaci o de convexi dad, entonces 

son equi va l en t e s :  

( i )  ( X , � )  es u n  e spa ci o  d e  11" - convexi dad. l D  
( i i )  'r/ x E X , 'r/ S E :P ( X ) - { 0 } , � ( x )  e { x } v � ( S ) . 

( i i i ) Si x E S e X y e e S ,  donde 0 � e E � , e n t onces � ( x )  e S .  

( iv )  Si S e X y exi st e e E � t a l  que 0 � e e S ,  ent onces S e s  

uni 6n d e  subconjun t o s  � - convexo s . 

( v )  'r/ { x , y} e X ,  � ( x )  e { x } v �' ( y ) . 

La s igu i e n t e  caract e r i z a c ió n  d e  l o s  e s pac i o s  de T - c o nvexidad s e  

demu e s tra f á c i lment e a part i r  d e  2 . 5  y 2 . 7 .  

TEOREMA 2 . 8 :  Sea ( X , � )  un espa ci o  de convexi dad, en t onces son 

equ i va l ent es : 

( i )  ( X , � )  es un espa ci o de 1r S - convex .i dad t a l  que l D 
'r/ [ a , b , c , d ] Dom � [ a , b , c , d ] = � ( a , d ) . 

( i i )  ( X , � )  e s  un espa c i o  de lr JD- convexida d .  lD  
( i i i ) Si S e X y exi st e e E � t a l  que 0 � e e S ,  

'r/ x E S ,  G - v i s ( x , S )  = n { e E M ( S )  x E e } .  
( iv )  ( X , G )  es un espa c i o de T - convexi dad .  

Demo s t r a c i 6n . ( i )  '* ( i i ) . Re s u l t a  de 2 . 5 .  

( i i )  '* ( i i i ) . E s  c o n s e c u e n c i a  d e  2 . 5  y 2 . 7  ( iv ) . 

ent onces 

( i i i ) '* ( iv ) . S e a  S e X .  Si exi s t e  e E (';{ tal que 0 � e e S ,  en­

t o n c e s , por 2 . 5  y 2 . 7  ( iv ) , G-mir ( S )  = n M ( S ) . Por otra part e , 

s i  no exi s t e  e E G t a l  qu e 0 � e e S ,  ento n c e s  M ( S )  = { 0 }  y 

ademá s 'r/ { x , y } e S ,  G ( x , y )  e S .  As l. ,  n M ( S )  = 0 � -mi r ( S ) . D e  

e s t a  f o rma ( X , � )  e s  u n  e s pac i o  d e  T - c o nvexidad . 

( iv )  � ( i ) . T e ndr emo s qu e v e r , ú n i cament e , qu e ( X , G ) e s  u n  e s ­

pac i o  de 1I"1D - c o nvex idad . Supongamo s c o n t r a r i amente q u e  exi s t e n  

x E X ,  e E G - { 0 } , t a l e s  qu e G ( x )  fl,' { x } v e . S e a  S { x }  v C .  

As í ,  s i  y E S ,  � ( x , y )  � S ,  e s  d e c i r  x � G - s t ( y , S ) , de donde 

G-mir ( S )  = 0 .  Pero c orno G ( x )  � { x }  V e ,  enton c e s  M ( S )  = { e } y 
n M ( S )  = e � 0 = G -mir ( S )  . 

Por 2 . 4  ( i i )  Y l a  equ i va l en c i a  e n t r e  ( i i ) , ( i i i ) Y ( iv )  d e  2 . 5 ,  
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obte n emo s e l  s igu i e n t e  c o ro l ar i o , qu e es e l  teorema 3 . 3  de [ 4 ] . 

COROLAR I O  2 . 9 : Sea ( X , � )  un e spaci o de convexi dad, ent onces son 

equi va l en t e s :  

( i )  ( X , � )  e s  u n  e spa c i o d e  T JD- convexi dad.  1 

( i i )  y S e X ,  Y x E S ,  � - v i s ( x , S )  = n { C E M ( S )  I x E e } .  
( i i i ) ( X , � )  e s  un espa c i o  de T - convexi dad t a l  que 

y S e X ,  S = U M ( S ) .  

3 .  CARACTE R I Z AC I ON DE LOS E S PAC I O S  DE CONVE X I DAD DE DRE SEV I é y 
DE KAKUTAN I . 

E n  1 9 7 0  D r e � e v i é  demo s t r ó  u n  t e o r ema de s eparac i ó n  para c o n j u n ­

t o s  e s t r e l l ad o s  e n  e s p a c i o s  v e c t o r i a l e s  r ea l e s  [ 5 ] . E n  1 9 7 6 ,  

( 2 . 3 )  V I  de [ 2 ] ,  s e  probó e s t e  t e o r ema e n  u n  c o n t exto axi omát i ­

c o . L a  de f i n i c i ó n  q u e  damo s a c o nt i nu a c i ó n  s e  ba s a  e n  e l  t e o r e ­

m a  de D r e s ev i é . 

D i r emo s q u e  ( X , G )  e s  u n  espa c i o  de convexi dad de Dr e � evi 6 s i  y 

s ó l o  s i  s at i s f a c e  l a  s i gu i e n t e  propi edad : 

S i  A e X ,  B e X ,  A n B = 0 ,  a E C -m i r ( A )  y b E C - m i r ( B ) , 

enton c e s  exi s t e n  C e X ,  D e X ,  

C v D = X , A e C , B e D , a E C -m i r ( C )  

t a l e s  q u e  C n D = 0 ,  

y b E C-mi r ( D ) . 

E l  s igu i e n t e  t e o r ema c a r a c t e r i z a  l o s  e s pa c i o s  de Dr e s ev i é  u t i ­

l i z ando ú n i c am e n t e  l a s  r e l a c i o n e s  R [ a , b , c , d ] . 

TEOREMA 3 . 1 .  Sea ( X , � )  un e spaci o de convexi dad ,  en t onces l a s  

s i gui en t e s propo s i ci on e s  son equi val ent e s :  

( i )  Y [ a , b , c , d ]  1m R [ a , b , c , d ]  = � ( a , b ) . 

( i i )  Si C e X ,  D e X ,  C n D = 0 ,  a E � - m i r ( C ) ,  b E G - m i r ( D )  y 
p E X ,  entonces G ( a ,  p )  n D = 0 o C n � ( b ,  p )  = 0 .  

( i i i ) ( X , � )  e s  un e spa c i o de convex i dad de Dr esevi é .  

Demost raci ón . ( i )  => ( i i ) . Supongamo s qu e exi s t e n  C e X ,  D e X ,  

a E � - m i r ( C ) ,  b E � - m i r ( D )  y p E X ,  t a l e s  que � ( a , p )  n D *- 0 y 
C n � ( b , p ) *- 0 .  Luego , exi s t e n  d E � ( a , p )  n D y C E C n � ( b , p ) . 

Pero 1 m  R [ b , p , a , d ] = � ( b , p ) ; a s í  exi s t e  e E � ( b , d )  t a l  que 

e R c ,  e s  d e c i r , e E � ( a , c ) . Lu ego e E � ( a , c )  n � ( b , d )  e C n D .  
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( i i )  � ( i i i ) . Demo s t ra c i ó n  a n á l oga a vi ) � v ) , de ( 4 . 1 )  de [ 3 ] . 

( i i i ) � ( i ) . S upo ngamo s que 3 [ a , b , c , d ]  t a l  qu e 

1m � [ a , b , c , d J  * � ( a , b ) . De e s t a  f o rma , 3 y E � ( a , b ) t a l  qu e 

� ( a  1 d )  n � ( c ,  y ) = 0 .  P r o c edi endo en f o rma aná l o ga a l a  demo s ­

t r a c i ó n  d e  v )  � i ) , ( 4 . 1 ) d e  [ 3 J , s e  l l ega a u n a  contrad i c c i ó n . 

E l  teorema de Ka k u t a n i  p e rmi t e , en e s pa c i o s  v e c t o r i a l e s  r e a l e s , 

s eparar do s s u bc o n j u nt o s  c o nvexo s di s j u n t o s , med i a n t e  u n  par de 

subcon j u nto s convexos c omp l ementa r i o s . B a s ándon o s  e n  e s t e  t e o ­

r ema damo s l a  s i gu i e nte de f i n i c i ó n . 

D i r emo s qu e ( X , � )  e s  u n  espa c i o de convexi dad de Kaku t a n i  s i  y 
s ó l o  s i  cump l e  l a  s i gu i e n t e  propi edad : 

S i  A E e ,  B E G ,  A n B = 0 ,  ento n c e s  exi s t e n  C E G ,  D E G ,  t a ­

l e s  qu e C n D = 0 ,  C u D = X ,  A e C y B c D . 

E l  teorema de Kaku t a n i  f u e  ge n e ra l i z ado , e n  u n  c o ntexto axiomá­

t i c o , por J .  W .  E l l i s  [ 6 J . Los e spac i o s  de V JD - c o nvexidad c o n  
1 

u n  axioma de s eparab i l idad equ iva l e nt e a 3 . 1  ( i ) , s o n  e spac i o s  

d e  convexidad de Kakutan i . En e l l o s  s e  puede d e s arro l l a r  u n a  

t e o r í a  d e  s em i e s pa c i o s  y punt o s  ext r ema l e s  [ I J . 

E l  s i gu i e n t e  t e o r ema s e  obt i e n e  c omo c o n s e c u e n c i a  de 2 . 5  y 3 . 1  

de e s t e  t r aba j o  y de l a s  demo s t r a c i o n e s  de ( 4 . 1 ) de [ 3 J , que 

s i gu en s i endo vá l ida s e n  e spac i o s  de JO- c o nvexidad . 

TEOREMA 3 . 2 .  Sea ( x , e )  un espa ci o  de convexi dad,  entonces l a s  

s i gui ent es propo s i ci on e s  son equi val ent e s :  

( i )  ( X , G )  e s  u n  e spa ci o  de S - convexi dad t a l  que 

V [ a , b , c , d 1 Dom :R [ a , b ,  c , d 1 = � ( a , d ) Y Im :R [ a ,  b , c , d 1 = G ( a , b )  . 

( i i )  ( X , G )  e s  un espa c i o  de JO- convexi dad de Kakut ani . 

( i i i ) ( X , e )  e s  un e spa c i o  de JO- convexi dad de Dr e s evi é .  
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