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UNA RELACION QUE CARACTERIZA DIVERSOS ESPACIOS DE CONVEXIDAD

Juan Carlos Bressan

ABSTRACT. An "alignment relation" between points of two
concurrent segments of a convexity space is defined. Different '
types of <convexity spaces are characterized by certain
properties of this alignment relation. Special attention 1is
devoted to the characterization of convexity spaces with
visibility conditions (existence of convex components,
construction of visibility cells, T-cconvexity spaces) and with
separation properties (Dreéevié's property or [Kakutani’s
property). The central theorems of this paper generalize
previous results of Kotodziejczyk (1985) and Bressan & Toranzos
(1992).

1. INTRODUCCION Y DEFINICIONES.

Diremos que (X,6) es un espacio de convexidad si y sb6lo si X
es un conjunto no vacio y € es una familia de subconjuntos de
X tal que e, Xe® y si ¥ c€ entonces N¥ eC. En este

trabajo (X,€) siempre denotard un espacio de convexidad.

Un conjunto S ¢ X se llamar& €-convexo si y sb6lo si S e €. La
cdpsula €-convexa de un subconjunto S de X se define en la for-

ma usual:
G(S)=n{Ce€|ScC}.

Si {xl,xz,...,x}cX, el conjunto G({xl,xz,...,x}) se escri-
n -n

bira @(xl,xy...,x ). Como caso particular, G({xl,xz}) se sim-
n
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bolizaré @(xl,xz) y se llamard 6-segmento X, X También, si
peXyScX, €({p} vS) se denotard €(p v S).

Consideremos S ¢ X'y x e S. La G-estrella de x en S es el con-

junto
€-st(x,S) = { yeS | 6(x,y) ¢S }.
El conjunto S se dird €-estrellado con respecto a xe S si y
s6lo si 6-st(x,S) = S. E1l €-mirador de S es el conjunto
G-mir(S) = { xeS | 6-st(x,S) =8 }.
S es G-estrellado si y s6lo si.es G-estrellado con respecto a
alguno de sus puntos, es decir, si y s6lo si €-mir(S) = e.

Para Sc X y xe€ S, definimos la célula de 6-visibilidad de x

con respecto a S mediante

€-vis(x,S) = { y € 6-st(x,S) | 6-st(x,8) c €-st(y,S) }.

La nocidén de célula de visibilidad fue introducida por Toranzos
[10] para la convexidad usual en espacios vectoriales reales.

Su generalizacién a espacios de convexidad se encuentra en [4].

Si S ¢ X, diremos que M es una componente G-convexa de S si y
s6lo si M es un subconjunto G-convexo maximal de S. En este
trabajo, M(S) siempre denotard la familia de todas las compo-
nentes G-convexas de S. A continuacidén definiremos diversos ti-

pos de espacios de convexidad.

(X,6) es un espacio de DF-convexidad si y s6lo si V S c X,
€(S)=U{G’(F) | Fcs vy card(F)<oo}.

(X,6) es un espacio de JHC-convexidad si y s6lo si .para todo

p € X y para todo subconjunto no vacio S de X, se cumple

G(puvsS)=U { €(p,s)| s e €(S)}.

(X,6) es un espacio de JD-convexidad si y s6lo si es un espacio
de JHC-convexidad y DF-convexidad.

(X,6) es un espacio de Fl—convexidad si y s6lo si V x e X,
E(x) = {x}.
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(X,6) es un espacio de T-convexidad si y sélo si V¥ S < X,
6-mir(S) = n M(S).

En 1967 Toranzos probd esta propiedad en espacios vectoriales
reales [9]. En 1976 Bressan, (1.7) VI de [2], la demostrd en un
contexto axiomdtico equivalente al de espacios de T,
JD-convexidad. Los espacios de T-convexidad fueron introducidos
en 1985 por Kotodziejczyk [8]. En 1992 Bressan y Toranzos, 3.3
de [4], prueban una relacidén entre espacios de T-convexidad y
células de €-visibilidad. Las definiciones y notaciones dadas

méds arriba aparecen en los dos uUltimos trabajos mencionados.

Seguidamente definiremos los espacios de S-convexidad y una re-
lacién de alineacidén entre puntos de dos €-segmentos gue permi-
tird caracterizar los espacios de JD-convexidad vy de
T-convexidad. Los espacios de convexidad de Dre$evié y de Kaku

tani, que definiremos més adelante, también se podrdn caracte-

rizar mediante la relacidén antes mencionada.

Diremos que (X,6) es un espacio de S-convexidad si y sélo si
para todo S ¢ X se cumple

Set¢ < V {ab}cs5, ©€(a,b) c 3.

Para {a,b,c,d} ¢ X, donde d e €(b,c), definimos la relacidn
R: 6(a,d) » 6(a,b) por
XRyYy & xe6(c,v),

que llamaremos relacién de alineacidén ., con el puntco c, entre
los puntos de 6(a,d) y los de &G(a,b). La misma gueda univoca-
mente determinada por los puntecs a, b, ¢, d de X, los cuales
pueden no ser distintos pero deben cumplir que d e« G{b,c).
Escribiremos [a,b,c,d] para indicar que se cumple esta condi-
cién. Denotaremos la relacidén anterior mediante R[a,b,c,d]. El

dominio y la imagen de esta relacidn son, respectivamente:

Dom R[a,b,c,d] = { X e €(a,d) | 3ye€(a,b), xRy },

Im R[a,b,c,d] = { y € €(a,b) | 3xe€6(a,d), xRy }

En la convexidad usual en espacios vectoriales reales se cumple

v [a,b,c,d], Dom R[a,b,c,d] = €(a,d) y Im R[a,b,c,d] = 6(a,b);
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es méds, si a, b, ¢ no estdn alineados y d=# c, entonces

R: 6(a,d) » 6(a,b) es una funcién biyectiva.

2. CARACTERIZACION DE LOS ESPACIOS DE JD-CONVEXIDAD Y DE
T-CONVEXIDAD.

Comenzaremos este pardgrafo dando algunos resultados que se
utilizardn en la demostracién del teorema 2.5. La siguiente

proposicién es el teorema 2.2 de [4].

PROPOSICION 2.1: Sea (X,6) un espacio de convexidad y S un

subconjunto no vacio de X, entonces

6-mir(S) = n { 6-vis(x,S) | x € S }.

Diremos que una familia de subconjuntos de X es una cadena si y
s6lo si la misma estd totalmente ordenada por inclusién. La si-

guiente equivalencia fue probada por Hammer [7].

TEOREMA 2.2: Sea (X,€) un espacio de convexidad. Entonces (X,C)
es un espacio de DF-convexidad si y sélo si la unidn de toda

cadena de conjuntos G-convexos es un conjunto €-convexo.

PROPOSICION 2.3: Si (X,€6) es un espacio de S-convexidad, enton-

ces es un espacio de DF-convexidad.

La proposicién anterior se prueba mediante la aplicacidén de las
definiciones de espacios de S-convexidad y DF-convexidad. Su

reciproca no es valida, lo cual puede verse usando 4.3 de [4].

Como consecuencia del teorema 2.2 y del lema de Zorn obtenemos:

COROLARIO 2.4: Sea (X,6) un espacio de DF-convexidad, entonces
valen las siguientes proposiciones:

(1) Si Cc S cX y C es 6-convexo, entonces existe M, componen-
te 6-convexa de S, tal que C c M,

(iiy Si S es una unién de subconjuntos €-convexos de X, enton-

ces S es union de sus componentes G-convexas.
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El teorema que daremos a continuacién caracteriza los espacios
de JD-convexidad utilizando las relaciones R[a,b,c,d]. Ademas,
permite caracterizar dichos espacios mediante la expresién, pa-
ra clertos subconjuntos de X, de las células de 6-visibilidad y

del 6-mirador como interseccién de componentes G-convexas.

TEOREMA 2.5: Sea (X,€) un espacio de convexidad, entonces son
equivalentes:
(i) (X,86) es un espacio de S-convexidad tal que
v[(a,b,c,d] Dom R[a,b,c,d] = €(a,d).
(ii) (X,6) es un espacio de JD-convexidad.

(iii) Si S es union de subconjuntos G-convexos de X, entonces
VXeS, G-vis(x,S) =ﬂ{MeM(S) | xeM}.

(iv) Si S es unidén de subconjuntos G-convexos de X, entonces
G-mir(S) = n #(S).

Demostracién. (i) » (ii). Supongamos (i). Por 2.3, (X,6) es un

espacio de DF-convexidad. Sean pe X, @ # S c X, ¥y
G-join(p,6(S)) = U { G(p,s)| s € (5(8)}.

Es inmediato que {p} v S cE-join(p,6(S)) c E(p v S). Resta
probar, unicamente, que €-join(p,6(S)) es G-convexo. Tomemos
{xl,xz} c €-join(p,6(S)), X € ’t’;(xl,-xz). Luego existen s, Y s,
elementos de ©(S), tales que X e t?(p,sl) Yy x, € @(p,sz). Pero
Dom fR[xl,sz,p,xz] = E(xl,xz); asi existe vy e @(xl,sz) tal que

X € 6(p,y) - Como Dom R(s_,s ,P,X ] = €(sz,x ). existe

1
z € i‘s’(s?,sl) tal que y € 6(p,z). Asi, x € 6(p,y) < 6(p,2), don-
de 2z e @(sl,sz) c 6(S). En consecuencia, x e€ 6-join(p,6€(S)),

resultando este conjunto -convexo.
(ii) » (iii). Supongamos (ii). Sea x € S, donde S es una unidén
de subconjuntos €-convexos de X y consideremos la familia
MX(S) ={MEM(S) | xeM}.
Por 2.4 (ii), U M(S) = S ; en consecuencia, MX(S) *@.
Si yen MX(S), entonces V M e /MX(S), €(x,y) cMcS, es decir,

y € 6-st(x,S). Si =z e €-st(x,S), entonces 6€(x,2) c S y, por
2.4 (1), AMe M(S) tal que 6(x,z) c M. Evidentemente,
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Me MX(S); en consecuencia, y e M, de donde €(y,z) cMc S, lo
que implica que z € §-st(y,S). Luego, vy e 6-vis(x,S).

Ahora, sea y € 6-vis(x,S), es decir, y e 6-st(x,S) c 6-st(y,S).
Si M e'Mx(S), entonces VY z e M, 6(x,2) ¢ McS. En consecue;—
cia, YzeM, 6(y,z) ¢S; asi, por (ii), €(y vuM) ¢ S. La maxi-
malidad de M implica que 6(y v M) =M, por lo cual y € M. De
esta forma y e MX(S).

(iii) s (iv). Supongamos (iii). Si S = @, entonces (iv) resulta

trivial. Para S # o se obtiene (iv) como consecuencia de 2.1.

(iv) » (i). Supongamos (iv). Sea A c X tal que V {a,b} cA
€(a,b) ¢ A, es decir, 6-mir(A) = A. De esta forma, A es una
unién de subconjuntos &-convexos de X, y utilizando (iv) obte-
nemos A = €-mir(A) = n M(A) € €. En consecuencia, (X,6) es un

espacio de S-convexidad.

Sea [a,b,c,d], es decir, {a,b,c,d} ¢ X con d € 6(b,c). Tomemos
s=U { 6(c,y) | vy € 6(a,b) }.
Por 2.3 y 2.4 (i), 3IMe M(S) tal que ©6(a,b) ¢ M. Pero,

c € 6-mir(S) y, por (iv), €6-mir(S) = M(S), de donde c e M.
Asi resulta S =Me &. De esta forma 6(a,d) ¢S y V x e 6(a,d)
Jy e 6(a,b) tal que x € €(c,y), es decir, x Ry. En consecuen-
cia, Dom R[a,b,c,d] = 6(a,d).

De la equivalencia entre (ii) y (iv) de 2.5, obtenemos el

siguiente corolario, que es el teorema 4.2 de [8].

COROLARIO 2.6: Sea (X,6) un espacio de Fl—convexidad. Entonces
(X,6) es un espacio de T-convexidad si y s6lo si es un espacio

de JD-convexidad.

En 2.6 la condicién Fl se utiliza uUnicamente para probar que la
JD-convexidad implica la T-convexidad. En virtud de 4.1 de [4],
hay espacios de T-convexidad que no son T - Sin embargo, todo

espacio de T-convexidad deberd cumplir la condicién LI

Diremos que (X,6) es un espacio de Fm—convexidad si y sb6lo si
VxeX, VCe6-{g}, 6(x) c {x} vC.
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PROPOSICION 2.7: Sea (X,6) un espacio de convexidad, entonces
son equivalentes:

(1) (X,6) es un espacio de Fufconvexidad.

(ii) vx e X, VS e P(X)-{p}, 6(x) c {x} uE(S).

(iii) Si x€e S<cX y Cc S, donde @ # C € 6, entonces 6(x) c S.
(iv) Si S cX y existe Ce® tal que @ #C c S, entonces S es
unién de subconjuntos €-convexos.

(V) ¥ {xX,y} <X, 6(x)c {x}vE(y).

La siguiente caracterizacién de los espacios de T-convexidad se

demuestra facilmente a partir de 2.5 y 2.7.

TEOREMA 2.8: Sea (X,€) un espacio de convexidad, entonces son
equivalehtes:
(1) (X,€6) es un espacio de Fw S-convexidad tal que
v(ia,b,c,d] Dom R[a,b,c,d] = 6(a,d).
(ii) (X,6) es un espacio de T JD-convexidad.

(iii) Si S cX y existe Ce® tal que o= CcS, entonces-
VxeS, 6-vis(x,S) = { Ce M{(S) | xeC }.

(iv) (X,€) es un espacio dé T-convexidad.

Demostracién. (i) » (ii). Resulta de 2.5.

(ii) » (iii). Es consecuencia de 2.5 y 2.7 (iv).

(iii) = (iv). Sea S ¢ X. Si existe Ce €& tal que @ # Cc S, en-
tonces, por 2.5 y 2.7 (iv), ©-mir(S) = n M(S). Por otra parte,
si no existe Ce 6 tal que o # Cc S, entonces M(S) = {o} ¥y
ademds VY {x,y} ¢S, 6(x,y) ¢ S. Asi, N M(S) =@ =C-mir(S). De

esta forma (X,6) es un espacio de T-convexidad.

(iv) = (i). Tendremos que ver, Unicamente, que (X,6) es un es-
pacio de vw—convexidad. Supongamos contrariamente que existen
xe X, Ce®6-{p}, tales que €(x) g {x}uvC. Sea S = {x}vcC.
Asi, si yeS, 6(x,y)2S, es decir x ¢ 6-st(y,S), de donde
€-mir(S) = . Pero como €(x) « {x} v C, entonces M(S) = {C} vy
N M(S) =C=e =6-mir(S).

Por 2.4 (ii) y la equivalencia entre (ii), (iii) y (iv) de 2.5,
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obtenemos el siguiente corolario, que es el teorema 3.3 de [4].

COROLARIO 2.9: Sea (X,6) un espacio de convexidad, entonces son
equivalentes:
(1) (X,6) es un espacio de Fl JD-convexidad.

(ii) v ScX, ¥vxXe8, 6-vis(x,S) = { CeM(S) | xeC }.

(iii) (X,6) es un espacio de T-convexidad tal que
v S c X, S = U #M(9S).

3. CARACTERIZACION DE LOS ESPACIOS DE CONVEXIDAD DE DRESEVIC Y
DE KAKUTANI.

En 1970 Dre3evié demostrd un teorema de separacidén para conjun-
tos estrellados en espacios vectoriales reales [5]. En 1976,
(2.3) VI de [2], se probd este teorema en un contexto axiomati-
co. La definicién que damos a continuacidén se basa en el teore-

ma de DresSevié€.

Diremos que (X,¢) es un espacio de convexidad de DreSevié si y
s6lo si satisface la siguiente propiedad: )

Si A c X, B c X, ANnB =g, a € G-mir(A) y b e 6-mir(B),
entonces existen C c X, D c X, tales que CnD=g,

CuD=X, AcC, BcD, aeé@6G-mir(C) y b e ¢-mir(D).

El siguiente teorema caracteriza los espacios de Drefevié uti-

lizando uUnicamente las relaciones R[a,b,c,d].

TEOREMA 3.1. Sea (X,6) un espacio de convexidad, entonces las
siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) v[a,b,c,d)] Im R[{a,b,c,d] = €(a,b).

(ii) Si CcX, DcX, CnD=9g, ace6G-mir(C), b e &-mir(D) vy
p € X, entonces €G(a,p) nD=9o o Cn&(b,p) =@.

(iii) (X,6) es un espacio de convexidad de DreZevié.

Demostraciébn. (i) = (ii). Supongamos gque existen C c X, D c X,
a € 6-mir(C), b e 6-mir(D) y p e X, tales que 6(a,p) nDzzo ¥y
Cn6&(b,p) # . Luego, existen d e 6(a,p) nD y ceCn€&(b,p).
Pero Im R[b,p,a,d] = €(b,p); asi existe e e €(b,d) tal que

e R c, es decir, e € 6(a,c). Luego e € 6(a,c) n €(b,d) <« C n D.
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(ii) » (iii). Demostracién andloga a vi) » v), de (4.1) de [3].

(iii) > (1). Supongamos que i [a,b,c,d)] tal que
Im R[a,b,c,d] # 6(a,b). De esta forma, 3y e G(a,b) tal que
G(a,d) n €(c,y) = @. Procediendo en forma andloga a la demos-

tracién de v) > i), (4.1) de [3], se llega a una contradiccién.

El teorema de Kakutani permite, en espacios vectoriales reales,
separar dos subconjuntos convexos disjuntos, mediante un par de
subconjuntos convexos complementarios. Bas&dndonos en este teo-

rema damos la siguiente definicién.

Diremos que (X,6) es un espacio de convexidad de Kakutani si y
s6lo si cumple la siguiente propiedadf

Si Ae6, Be®, ANnB =g, entonces existen Ce €, De €, ta-
les que CnD=g, CuD=X, AcC y BcD.

El teorema de Kakutani fue generalizado, en un contexto axiomé-
tico, por J. W. Ellis [6]. Los espacios de T, JD-convexidad con
un axioma de separabilidad equivalente a 3.1 (i), son espacios
de convexidad de Kakutani. En ellos se puede desarrollar una

teoria de semiespacios y puntos extremales [1].

El siguiente teorema se obtiene como consecuencia de 2.5 y 3.1
de este trabajo y de las demostraciones de (4.1) de [3], que

siguen siendo védlidas en espacios de JD-convexidad.

TEOREMA 3.2. Sea (X,6) un espacio de convexidad, entonces las
siguientes proposiciones son equivalentes:

(1) (X,6) es un espacio de S-convexidad tal que

v(a,b,c,d] Dom R[a,b,c,d] = 6(a,d) y Im R[a,b,c,d] = 6(a,b).
(ii) (X,€) es un espacio de JD-convexidad de Kakutani.

(iii) (X,€) es un espacio de JID-convexidad de Drefevié,
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