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SOBRE EL ACOTAMIENTO Y LA ESTABll-IDAD GLOBAL ASINTOTICA 
DE LA ECUACION DE LrENARD CON TERMINO RESTAURADOR 

Juan E. Napoles Valdes 

ABSTRACT 
In that paper, we study the boundedness and asymptotic stability in the whole of 
solutions of equation ( 1 ), without making use of the classical Second Method of 
Liapunov. Some generalizations are also presented. 

ANTECEDENTES. Consideremos la Ecuaci6n de Lienard con termino restaurador: 

x"+F(x)x'+a(t)g(x)=p(t), ( 1 )  

donde las funciones que intervienen, satisfacen las siguientes condiciones no usuales: 
x 

a) Existe feCP(R) tal que F(x) = f f(t)dt. 

o 
b) g: R�R suficientemente suave, g(O)=O y con limites al infinito: 

g(-oo) = Lim g(x), g(+oo) = Lim g(x). 
,,�-(() x--t> .... tO 

c) aeL(I), 0<al�a(t)�a2<+OO, siendo L(I) la clase funciones integrable Lebesgue sobre 
1:=[0,+00). 
d) peL «l(R) acotada, pero no necesariamente peri6dica. 

Variadas cuestiones sobre la pro!ongabilidad, acotamiento, periodicidad y oscilaci6n de 
las soluciones de la ecuaci6n ( 1 )  aut6noma, i .e . ,  x"+F(x)x'+g(x)=O se han considerado 
en los uItimos 50 aDOS; muchos de estos intentos se han hecho para obtener condiciones 
suficientes sobre F y g para que las soluciones de esta posean determinadas propiedades 
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cualitativas. Recomendamos al lector para una extensa bibliografia de · los articulos 
aparecidos hasta 1 962 a Reissig, Sansone and Conti [36], los articulos de Cherkas [5] y 
Graef [8] para las referencias hasta 1976, Staude [44], Villari [48], Zhifen [50] hasta 
1987 y mas recientemente, el articulo de Nagabuchi y Yamamoto [2 1 ] .  Bibliografia 
suplementaria, y resultados importantes, pueden ser encontrados en Burton y Townsend 
[3-4] . Para otros resultados de interes, se recomienda consultar Elabbasy [6], Furuya [7] 
y Hricisakova [ 1 9] . 
La ecuaci6n ( l ), como generalizaci6n natural, ha devenido fuente de innumerables 
investigaciones en los ultimos ai'ios, recomendamos al lector consultar [2], [3�], [9- 1 1 ], 
[ 12], [ 1 3 - 1 4], [ 1 5 - 16], [20], [24], [33] ,  [39-40], [4 1 ], [45], [46-47], [49] ,  [5 1 ] y [52], 
asi como las referencias citadas alli, para una pequeiia muestra de las investigaciones 
cualitativas realizadas, relativas a la estabilidad global, acotamiento y exist en cia de 
soluciones peri6dicas. 
Este estudio cualitativo de las soluciones de la ecuaci6n ( 1 ), requiere en muchas 
ocasiones el uso de apropiadas Funciones de Liapunov y de la continuidad de las 
funciones que intervienen en ella. Aqui realizarerilos este estudio sin apelar, en general, a 
dichas consideraciones, 10 que permitira generalizar y precisar diversos resultados 
anteriores para la ecuaci6n ( 1 ). De los resultados obtenidos se desprenderit, en particular, 
la equivalencia del metodo de Burton y Townsend (ver [4]) y el empleado por diversos 
matematicos rusos (entre ellos, Bibikov y Nazarov, ver [2] y [33]), recomendamos al 
lector que consulte tambien [4 1 ] . 
La clase de funciones heL OO(R), con valor medio dado por: 

1 a+T h = Lirn - f h(t)dt, T-.ao T 
a 

unifonnemente en a, sera denotada por V. 

RESULTADOS. El siguiente resultado, puede ser obtenido filcilmente de [37, Lema 1 ] .  

Teorema 1 .  Asumamos que geC(R), que posea limites al infinito y que: 

g(-oo)<g(x)<g(+oo), "iIxeR. 

En adici6n, una de las siguientes hip6tesis se cumple: 

pe V, g{-oo)<p{t)<g{+oo), 

peL "'{R); g(-oo)=-oo, g{+oo)=+oo. 

(2) 

(3) 
(4) 

Entonces, (I) posee una soluci6n en W2,""{R). Ademas, "iIy>O, 3I'>b tal que si x(t) es una 
soluci6n de ( 1) con I x(to) I + I x'{to) I $.1, para cierto toeR, entonces I x(t) I + I x'(t) I �, 
Q:to. 
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En nuestro trabajo, asumiremos que una d e  las siguientes condiciones sobre las funciones 
f, g se satisfacen: 

Cl .  Existen n, N, m, M>O tales que: 

C2. Existen N, M>O Y funciones cp,q> : (O,oo)-+(O,oo) con limite nulo a +00 y tal que, para 
cada r>O :  

Ambas consideraciones implican, en particular, que f,gEC(R), satisfacen una condici6n 
de Lipschitz y son estrictamente crecientes. Los intervalos [n,N] para Cl y [O,N] para C2, 
serim una medida de cWlnto difiere el comportamiento de nuestra ecuaci6n de la 
ecuaci6n diferencial lineal : 

x"+a(t)x'+�(t)x=O, (5) 
con a,fl EL Ql(R.,.), m:s:a.(t):S:M, n�(t)�N ctp t E R.,.. 
Las funciones A=A[n] y B=B[N], con Wo= I 4n-m2 I 112 y arctan : (-oo,oo)->(�1t/2,1t/2), 
definidas mas abajo coma: 

A [n ] :;:: 

p-, m 
n-1 I 2  exp{ - m w� l  arg tanh( :;)}. 
2 - \ - \  m e ,  l n- '" exp{ - mw; ,.,ctan( :J 

s i  n = 0 
m 2 

si 0 <  n < 4 
. m 2  

S I  n :;:: --
4 

m 2 
s i n > -4 
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{ a, B[n]  = 
w l 

n- 1I2 exp{ - m wN{ arcta{ : ) - 7t J 
jugarim un papel decisivo en nuestro trabajo. 
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m 2 
s i N > ­. 4 

En 10 sucesivo, se usanl tambien la notacion A=A[n] y B=B[N].  
Para la ecuacion (5), existen diversos resultados, que presentamos mas abajo, y que 
pueden ser demostrados partiendo de las ideas y demostraciones correspondientes de [ 1 ], 
[ 1 7] ,  [ 1 8] y [4 1 ,  Cap. Ill] . La idea basica es comparar (5) con una ecuacion con 

coeficientes constantes. As!, dada una constante k>O y m ER, consideremos la ecuaci6n 
diferencial : 

x " +mx'+kx=O, 

y sean �k , \j/k las solllciones que satisfacen <l>k(O)=\jIk'(O)=O, \l/k(O)=<\lk '(O)= l .  Denotemos 
por Tk el primer cero positivo de ch' y por Zk el primer cero positivo de \Ilk (Zk=+oo si 
k..s:m2/4) .  

Lema 1 .  Sea x una solucion de (5) .  Los ceras positivos de x e x '  son aislados y eUos 
pueden ser reordenados en una sucesion (quizas finita) de uno de los tipos siguientes: 

con x(l':j)=O e x'('tj)=O. 

El siguiente resultado, muestra que no es necesano imponer cotas sobre la derivada, 
basta acotar la soluci6n. 

Lema 2. Dadas constantcs K,I':>O (e<n) tal que Ix(t) 1 � Ke-m(,-to )  , Vt E [t(),t l ] ,  dondc x 

cs soluci6n dc (5), se tendril: 

Lema 3. Sea x una soluci6n de (5) y sea 't un cera de x' y I': el primer cera de x despues 
de 't (se toma 1':=+00 si tal cera no existe) . Entonces: 

2 2 1 
m v m  m m m 14 2 1 :2 

con 0' dada por 0- =  2 - 2' si n 7:. '4 y 0<0'<2 si n = 4' siendo V m  = m - n , 

y R = Sup{eot I�I (t)I : t � a}. Ademas, si e<+oo, entonces 1 x'(e) I ..s:B 1 x('t) I .  
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Lema 4 .  Sea x una soluci6n d e  (5) y sea 8 un cero de x .  Entonces existe t ,  cero d e  x' , 

tal que T�t-8:S:Tn. Ademas, I x(t) I :S:A  I x' (e) I ,  VtE[8,t] . 
Lema 5. Sea x soluci6n de (5) y sean t.<t+ dos ceros consecutivos de x' y £ E (t.,t+) el 
cero intermedio de x. Entonces, para cada y>AB existe £>0, e=e(y,n,N,m) tal que: 

Observacion 1. En particular, Ix(t)1 :S: AB lx(. _ )1, 'It E [e , .  + ] .  

Teorema 2. 

a) si A[n]B[N] < l , (5) es uniforme asint6ticamente estable. 

b) si A[n]B [N]= l ,  (5) es uniformemente estable. Ademas, existe P EL "'(Rt) que satisface 

n:S;P(t):S:N y tal que (5) no es asint6tieamente est able.  

c) si A(n]B [N } > 1,  existe P EL "'(R+) que satisface n:S;P(t):S:N y tal que (5) es inestable. 

Observacion 2. Este teorema brinda informaci6n adicional . En el caso a), el siguiente 

planteamiento es cierto: existen k,&>0 (dependientes solo de n, N y m) tales que, para 
toda soluci6n de (5) se tiene: 

o sea, la estabilidad global asint6tica de la soluci6n nula. En el caso e) y la segunda parte 
de b). la funei6n P puede ser eseogida de tal forma que adrnita una extensi6n peri6diea, 
para un periodo suficientemente grande; 

Demostracion. 

a) Probemos que (6) se cumple .  No es restrictivo suponer to=O . Sean XI , X2 las 
solueiones de (5) que satisfacen Xl (0)=X2'(O)= 1 ,  XI ' (O)=X2(O)=O. La l inealidad de la 
ecuaci6n reduce la  verifieaei6n de (6) al caso X=Xi, y= 1 ,2. El Lema 2 impliea que solo es 

necesario tener una cota para I Xi I .  En consecueneia, es sufieiente probar que existen 

K,o>O (que dependen solo de n, N, m) tales que: 

IxCt) 1 S; K e ·8t , Vt�O, i=1,2. (7) 

Sea i= l .  El Lema 1 plantea que la sueesi6n de ceros de Xi y Xi ' poseen la forma: 

En easo que esta sueesi6n sea finita, de aeuerdo con el Lema 4 el ultimo termino es un 
cera de X l  y en tal caso, sea tn tal ultimo termino . Busquemos una cota para I Xl I sobre 
cada intervalo de la forma [tn ,8n+ l) y [En ,tn+ l ] .  Sea 'YE (AB, 1 )  fijo y eE (O,cr) como en el 
Lema 5 .  
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En [O,El) aplicando el Lema 3 obtenemos que I x I (t) I :s; Re - £ 1 , \lt E [O,E I) '  

Si E I =+OO, la  prueba termina. Asumiendo que E l<+OO se ap lica el  Lema 5 sobre [E l ;'C I  ] y 
se tiene que IX 1  (t)1 � ye,&t � e 'Cl . Por un proceso iterativo obtenemos, para cada n�O, 

I X I  (t)1 � Re'llt si t E ['tn , £n+I )' 
Ix 1 (t)1 � e,et si t E [E n �n ]' 

10 que prueba (7) con K=�l y o=e. 
c) Consideremos las funciones: 

donde L=Z�TN. S ea � la extensi6n peri6dica de �1 a todo � . Ella satisface n:s;�(t)� y 
la correspondiente soluci6n de (5), para al(t)=m, con x(O)=O, x'(O)=l es dada por: 

Puesto que x(L)=O, x'(L)=-AB, la periodicidad de la ecuaci6n implica que x(t+L)=­
ABx(t), \It ER. En consecuencia, -AB es un multiplicador de Floquet y la ecuaci6n es 
inestable si AB> 1 .  
Este caso, para al (t) = . D , se demuestra de forma slrnllar. 

{m, si t E (0, T ) . . .  
M, SI t E (Tu , L) . 

b) La primera parte, es similar a1 caso anterior a) y es uti! la Observaci6n 1 .  La segunda 
parte se demuestra coma c) . 
Esto completa la demostraci6n .• 

Teorema 3. Asumamos que Cl  se cumpte y que A[n]B[N]< l .  Entonces, para cada 

p E L""(R), la eClIacion ( 1 )  posee una soluci6n acotada Xo EW2''''(R) y esta solucion es 

asint6tica y exponencialmente estable, en sentido global . 

Observacion 3. La curva AB=! ,  puede ser esbozada en el pIano (n,N). La regi6n AB< l  
e s  l a  region de  estabilidad dada por el presente teorema y muestra l a  desviaci6n d e  la 
ecuaci6n ( 1 )  de la ecuaci6n lineal (5), n=N. 

Demostracion. 
Sea Xo EW2.<Xl(R) la soluci6n acotada de ( l )  dada por el Teorema 1 y sea XI otra soluci6n 
definida en [to,oo). Definamos: 
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as! mismo: 

{g(X 1 (t» - g(xo (t» 
fl(t) = xl (t) - X o (t) 

n + N 
2 

{f(X l (t» _ f(XO (t» . 

aCt) = Xl (t) - xo (t) 
m + M  

2 
Estas funciones son medibles sobre (to,oo). La funei6n y(t)=XI(t+to)-Xo(t+to) es una 
soluci6n de (5), tomando aCt) y fl(t) desplazadas a t+to. Puesto que AB<l el TeoretI!a 1 
a) se aplica. As! la desigualdad (6) se cumple y el teorema se cumple.. 

-

Observaci6n 4. Este teorema, generaliza los resultados de [4 1 ]  (ver secci6n siguiente), 
donde se estudia la convergencia de todas las soluciones de la ecuaci6n ( 1 ), con pEO y 
n,m estrictamente positivos, a una (mica soluci6n w-peri6dica (en nuestro caso, la 
estabilidad global asint6tica de la soluci6n nula de ( 1 » . 
Teorema 4. Asumamos que C2 y (2) 6 (3) se cumplen. Si A[O]B[N]<l entonces, la 
ecuaci6n ( 1 )  posee una soluci6n acotada Xo EW2,"'(R) y esta soluci6n es uniforme 
asint6ticamente estable en sentido global. 

Demostraci6n. 
Como en el teorema anterior, sea XoEw2,OO(R) la soluci6n acotada de ( I ) dada por el 
Teorema I .  Para cada y>O denotemos por 1>0 la constante dada por dicho teorema. Sea 
Xl una soluci6n de ( 1 ) que satisface IXl (to)l + ix; (to)i � y, to � O. 

Entonces Y=XI - Xo es una soluci6n de una ecuaci6n del tipo (5) con (siguiendo C2) 

�<a(t)�, �fl(t)�N c.t .p. tER+� n,m= c!>(r), r�x{r, IIXo II ",} . Puesto que A es 
decreciente con respecto a n, A[n]B[N]<l , de donde x satisface un estimado de la forma 
(6), con K y E dependientes de y. Este hecho prueba el teorema .• 

SOBRE UN RESULTADO DE REPILADO Y RUIZ. Hemos seiiaiado que el 
Teorema 3 extiende los resultados de [4 1 ], pues al estudiar bajo que condiciones todas 
las soluciones de la ecuaci6n ( 1 ), con pEO, convergen a una (mica soluci6n w-peri6dica, 
existen casos (al tomar n, m estrictamente positivas) que no fueron contemplados en 
dicho trabajo.  As!, se tiene el siguiente resultado. 

Teorema 5 ([41, pag. 33]). Bajo los siguientes casos, se tendnl la convergencia de todas 
las soluciones a una unica soluci6n w-peri6dica: 
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a) si m2 -4N�0, 

b) si m2 -4n<O entonces se tendra · el resultado deseado, con la condici6n inicial en el 
semiplano superior, si y solo se satisface la desigualdad: 

. 

I r W n  1 arctmt -;; J -2m ----
l 

c) si m2-4n>0 y m2-4N<0 entonces se tendni el resultado deseado, en el semiplano 
superior, si y solo si: 

m InH: = :;U (N ) arctan[ :n ] 
--..:...::..--�-=-=- + In - + 2 < 0 , n w n 

d) si wn=O y m2 -4N<0, se tendra el resultado deseado en el semiplano superior si y solo 
si: 

2 m a r c t an[ :n ] ( 4 N ) 
----...;,:.....;.;;;.....;:;. + In  -2- < 2 .  

w N .  In 

Observaci6n 5. Invitamos al lector a comprobar 10 siguiente. En los casos que a 
continuaci6n se relacionan, tenemos la estabilidad global asint6tica de la soluci6n trivial 
de ( 1 ), utilizando el lenguaje del Teorema 3 :  

a) 0�N�m2/4. 
al . n=O. (*) 
a2. 0<n<m2/4. 
a3. n=N=m2/4 . (*) 

c) n<m2/4. 
Cl.  N>m2/4. 

C2 .. 0��m2/4. (*) 
d) n�2/4 y N>m2/4 . . cl\ . n=m2/4 y N>m2/4. 
d2. n=N=m2/4. (*) 
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Donde s e  han sefialado, mediante (*), aquelIos subcasos no contemplados en dicho 
trabajo.  

. 

Observacion 6. Cuando a(t)= I ,  los Teoremas 1 , 2, 3  Y 4 coinciden con los obtenidos en 
[ 1 ] .  

Observacion 7 .  Los resultados obteriidos, son consistentes con aquellos d e  [3 1 ] ,  en 10 
referente a la existencia global de las soluciones de la ecuacion ( 1 )  y con [28), [3 1 ] , [39] 
y [5 1 ]  en 10 relativo a la estabilidad global asint6tica. 

Observacion 8. El Teorema 5, es obtenido utilizando el metodo de la construccion de 
una region de estabilidad para la ecuaci6n ( 1 )  (ver [4] y [3 8]), sin embargo, el Teorema 
3, se basa en la utilizacion de ciertas relaciones entre las cotas n, N, m y M (ver [2], [32], 
[33 ] ,  [3 8] Y [4 1 ]) .  En virtud de los comentarios al  ultimo resultado, es fitcil, pero 
tedioso, obtener la equivalencia entre la condicion AB<l ,  dada en el Teorema 3 , y 10s 
casos presentados en el Teorema 5, obteniendo el resumen presentado en la Observaci6n 
4 . 

Observacion 9. Consideremos el sistema bidimensional : 
x'=a.(y)-�(y)F(x), 

(8) 
y'=-a(t)g(x). 

El cual contiene, tomando a.(y)=y, �(y)= 1 y F '(x)=ftx), a la ecuaci6n ( 1 )  como caso 
particular. Utilizando una idea similar a la usada aqui, puede obtenerse una conclusion 
similar a la Observacion 4, para el sistema (8), 10 cual mostraria la equivalencia de los 
resultados obtenidos en [3 8]  (construyendo una region de estabilidad) y [32] (utilizando 
cotas a priori sobre las funciones que intervienen en dicho sistema) . Esta conclusion es 
consistente, y complementa, los resultados obtenidos en [22-28],  [29-3 1 ] , [3 7] Y [42] .  
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