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Resumen 

In this note we shall introduce the intuitionistic modal logic IMKk as a 
generalization of the classical modal logic Mk [5]. We will show that this logic 
is canonical and that it does not have the finite model property. 

1 Introduccion 

Existe un renovado interes en el estudio de logicas modales intuicionistas, debido 
principalmente a las aplicaciones que tienen las logicas no-clasicas en Computacion 
Teorica. No existe una unica definicion de logic a modal intuicionista. En la literatura 
hay varios caJculos modales basados en el dJculb proposicional intuicionista. i Por 
ejemplo, en [1] y [3] se estudian logicas intuicionistas modales definidas con un 
operador 0 0 con un operador <>. En [4] y [7] (ver tambien [9] y [8]) se investigan 
logicas modales con los dos operadores y ciertos axiomas qlie ligan dichos operaciores. 

En esta nota vamos a estudiar una exteI}sion de la logica modal intuicionistl)- IKo 
[1]. Probaremos que e~ta logic a es completa respecto a la clase de sus marcos y que 
es canonica pero que no tielle la propiedad de los modelos finitos. Esta logica es una 
generalizacion natural de la logica modal Mk definida sobre el calculo proposicional 
clasico (ver, por ejemplo, [5]). 

2 Preliminares 

Supondremos que el lector tiene cierta familiaridad con los concept os y resultados 
fundamentales sobre logica modal y logica intuicionista. Una buena referencia para 
estos topicos es [2]. 

Sea £ el lenguaje proposicional modal que consiste de un conjunto infinito de 
variables Var, los conectivos/\, V, 0, -,y adem as una constante proposicional L 
La negacion -, y la constante proposicional T son definidas por -'p = p _ .1 Y 
T = -,.1, respectivamente. Fm simbolizarael conjunto de todas las formulas. La 
logica intuicionistasera denotada par Int. 

Diremos que un conjunto r ~ Fm es una logica intuicionista modal, 0 que es 
una IKo-logica, si contiene a los siguientes axiomas 
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simbolos (F, V) Fx cp, si x E V(cp). Una formula cp es valida en un modelo (F, V), 
en simbolos (F, V) F cp, si es valida en todo elemento de X. Una formula cp es 
valida en un marco F, en simbolos F F cp, si para toda valuacion V sobre F, cp es 
valida en el modelo (F, V). 

Sea X una IKo-logica. Denotaremos por Fr(X) la clase de todos los marcos donde 
toda formula de X es valida. Sea F una clase de marcos. Th(F) simbolizara la clase 
de todas las formulas validas en to do marco de F. Una logica X es caracterizada por 
una clase de marcos F, 0 es completa relativa a la clase de marcos F , 0 F-completa, 
si Th(F) = X. 

Vamos a utilizar la siguiente notacion. Dada una formula I.{J , escribimos oOcp = cp 
y on+lcp = ooncp. Sea R una relacion definida en un conjunto X. Recordemos que 
Rn+1 es Rn 0 R Y ~ es la identidad, donde 0 denota la composicion de relaciones. 

Lema 2.2 Sea F = (X, ~, R) un marco. Entonces, 

2. para todo x E X, R~ (x) E Pc (X). 

Demostraci6n. Es sencilla y se deja a cargo del lector. • 
Corolario 2.3 Sea F = (X,~, R). Para cada nEw y para cadap E Var lafunci6n 
V definida por: V(p) = R~ (x), es una valuacion. 

Demostraci6n. Es inmediata por el Lema 2.2. • 
Sea X una IKo-logica. Un conjunto de formulas es una teoria de X, 0 una 

X-teorfa, si y solo si es cerrado bajo la relacion de deducibilidad r-z. Una teoria r 
de X es prima si es consistente y para cada par de formulas cp, 'IjJ si ( cp V 'IjJ) E r, 
entonces cp E r 0 'IjJ E r. 

Recordemos que el marco canonico de X es la estructura Fe = (Xe,~, Re) donde 
Xc es el conjunto de todas las teorfas primas, ~ es la relacion de inclusion, y Re es 
la relacion definida por 

(P, Q) E Re {:} 0-1 (P) ~ Q, 

donde 0-1 (P) = {cp E Fm : Ocp E P} (ver [1], [3], [6] 0 [9]). El modelo canonico es 
el par Me = (Fe, v,,) donde v" es la valuacion definida por: 

v" (p) = {r E Xc : pEr} . 

Una logica X es canonica si el marco canonico de X es un marco de la logica, es decir 
si Fe F I. En [1] y 13] se prueba que la logica IKo y algunas extensiones de ella son 
canonicas. 

Proposici6n 2.4 Sea r una teoria consistente y sea 6 un conjunto de formulas 
cerrado bajo disyunciones (es decir: si cp, 'IjJ E 6 entonces <p V 'IjJ E 6) y tal que 
r n 6 = 0. Entonces existe una teoria prima P tal que r ~ P y P n 6 = 0. 
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sfmbolos (F, V) I=x ip, si x E V(ip). Una formula ip es valida en un modelo (F, V), 
en sfmbolos (F, V) F ip, si es vaJidBj en todo elemento de X. Una formula ip es 
valida en un marco F, en simbolos F F <p, si para toda valuacion V sobre F, ip es 
valida en el modelo (F, V). 

Sea I una IKo-logica. Denotaremos por Fr(I) la clase de todos los marcos donde 
toda formula de I es valida. Sea F una clase de marcos. Th(F) simbolizara la clase 
de todas las formulas validas en todo marco de F. Una logica I es caracterizada por 
una clase de marcos F, 0 es completa relativa a la clase de marcos F , 0 F-completa, 
si Th (F) = I. 

Vamos a utilizar la siguiente notacion. Dada una formula ip , escribimos O°ip = ip 
y on+1ip = oonip. Sea R unarelacion definida en un conjunto X. Recordemos que 
Rn+1 es Rn 0 R y RO es la identidad, donde 0 denota la composicion de relaciones. 

Lema 2.2 Sea F = (X, :s;, R) un marco. Entonces, 

2. para todo x E X, R~ (x) E Pc (X). 

Demostraci6n. Es sencilla y se deja a cargo del lector. • 
Corolario2.3 Sea F = (X, :S;, R). Para cada nEw y para cada p E Var la funcion 
V definida por: V(p) = R~ (x) , es una valuacion. 

Demostraci6n. Es inmediata por el Lema 2.2. • 
Sea I una IKo-logica. Un conjunto de formulas es una teoria de I, 0 una 

I-teorfa, si y solo si es cerrado bajo la relacion de deducibilidad f- I . Una teorfa r 
de I es prima si es consistente y para cada par de formulas ip,'Ij; si (ip V 'Ij;) E r, 
entonces ip E r 0 'Ij; E r. 

Recordemos que el marco canonico de I es la estructura Fe = (Xc, S;;, Re) donde 
Xc es el conjunto de todas las teorfas primas, S;; es la relacion de inclusion, y Rc es 
la relacion definida por 

(P, Q) E Rc {:} 0-1 (P) S;; Q, 

donde 0-1 (P) = {ip E Fm : Dip E P} (ver [1], [3], [6] 0 [9]). EI modelo canonico es 
el par Me = (Fe, Yc) donde Ve es la valuacion definida por: 

Una logic a I es canonica si el marco canonico de I es un marco de la logica, es decir 
si Fc 1= I. En [1] y [3] se prueba que la logic a 1Ko y algunas extensiones de ella son 
canonicas. 

Proposici6n 2.4 Sea r una teona consistente y sea ~ un conjunto de formulas 
cerra do bajo disyunciones (es decir: si ip, 'Ij; E ~ entonces ip V 'Ij; E ~) Y tal que 
r n ~ = 0. Entonces existe una teoria prima P tal que r S;; P y P n ~ = 0. 
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Demostracion. Ver, por ejemplo, [1]. • 
Proposicion 2.5 (:Fe, Vc) Fp cp {:} cp E P. 

Demostracion. Ver [1]. • 
Corolario 2.6 La logica modal IK es canonica y completa respecto a la su clase de 
marcos. 

El siguiente resultado sera necesario en la prueba de la completitud de la logica 
IKMk para el caso particular de n = 2. 

Lema 2.7 Sea:Fe el marco canonico de I. Entonces, para todo par P, Q E X e , 

(P,Q) E R~ {:} {cp: oncp E P} ~ Q. (1) 

Demostracion. La prueba es por induccion sobre n. El caso n = 1 es inmediato. 
Supongamos que (1) se cumple para n. Si (P, Q) E R~+1 entonces es inmediato 
comprobar que {cp : on+1cp E P} ~ Q. 

Supongamos que {cp : on+1cp E P} ~ Q. Consideremos el conjunto 0:-1 (P) y 
sea l:l. la clausura bajo disyunciones del conjunto {on1/; : 1/; ~ Q} . Probemos que 

Si suponemos 10 contrario, entoncesexiste una formula Oa E P y una formula 
on1/; E l:l. tal que f-z a --+ on1/;. Entonces f-z Oa --+ on+11/;. Como P es una 
teoria, on+11/; E P. Entonces, 1/; E Q, 10 que es un absurdo. En consecuencia, 
por la Proposicion 2.4, existe D E Xe tal que 0-1 (P) ~ D y l:l. n D = 0. Enton­
ces, (P, D) E Ro, y {a: Dna E D} ~ Q. Por la hipotesis inductiva, se sigue que 
(P,D) E Ro y (D,Q) E R~, es decir, (P,Q) E R~+1. • 

3 La logica IKMk 

Sea IKMk la logic a modal intuicionista definida por 

IKo + {ocp --+ cp} + {o (02cp --+ D1/;) --+ (ocp --+ 1/;)}. 

Sea F un marco y consideremos la siguiente condicion: 

Mk Vx3y3z (xRoY 1\ y ~ z 1\ zRox 1\ Vw (zR~w => (xRow))). 

Esta condicion es una generalizacion de la condicion similar definida en [5], 
pagina 154, cuando ~ es la identidad. 

Teorema 3.1 Sea:F un marco. Entonces,:F 1= 0 (02cp --+ D1/;) --+ (Ocp --+ 1/;) si Y 
s6lo si :F verifica la condicion M k • 
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Demostraci6n. Asumimos que :F 1= 0 (02cp ---t O'ljl) ---t (Ocp ---t 'ljI) y sea x E X. 
Consideremos una valuacion V definida en :F por V (p) = Ro (x) and V (q) = X -
(xl. Es claro que est a valuacion es creciente. Como x E V (Op) Y x tJ. V (q), entonces 
x tJ. V (Op ---t q). En consecuencia, x tJ. V (0 (02p ---t Oq)), es decir: Ro (x) r;; 
V (02p ---t Oq). Luego podemos asegurar la existencia de elementos y, z, a E X tales 
que 

(x, y) E Ro, y::; z, z E V(02p), (z, a) E Ro y a tJ. V(q). 

Como (z, a) E Ro y a ::; x, entonces (z, x) E RD. Sea W E X tal que (z, W) E R~. 
Debido a que z E V (02p), wE V (p) = Ro (x), es decir, (x, w) E RD. Por 10 tanto, 
acabamos de probar que :F verifica la condicion M k . 

Supongamos que :F veri fica la condicion M k . Consideremos una valuacion V sobre 
:F. Sean x, wE X tales que x ::; w, w E V (0 (02cp ---t O'ljl)), y w E V (Ocp). Vamos 
a probar que wE V ('ljI). Por hipotesis, existen y, z E X tales que (w, y) E Ro, y::; z 
y (z, w) E RD. Ya que w E V (0 (02cp ---t O'ljl)), entonces [y) n V (02cp) ~ V (O'ljl). 
Probemos que z E V (02cp). Sea a E X tal que (z, a) E R~. Entonces, (w, a) E Ro, 
y como w E V (Ocp), deducimos que a E V (cp). Por 10 tanto, z E V (02cp), Y 
esto implica que z E V (O'ljl). Finalmente, como (z, w) E Ro, concluimos que 
wE V ('ljI). • 

Antes de pro ceder a probar que la logic a IKMk es canonica observemos que en 
el marco canonico :Fc = (Xc, ~, Rc) se verifica que: 

1. (P, Q) E Ro = Rco~ si y solo si 0-1 (P) ~ Q, para to do par P, Q E Xc. 

2. La condicion Mk en el marco canonico se reduce a 

'rIx3y (xRoy 1\ yRox 1\ 'rIw (yR~w =} xRow)) . 

Esto se debe a que la relacion ::; en :Fc es la relacion de inclusion entre teorias 
primas. 

Teorema 3.2 Sea :Fc = (Xc,~, Rc) el marco canomco de IKMk . Entonces la 
relaci6n Ro es refiexiva y :Fe verifica La condici6n M k · 

Demostraci6n. Como:Fe 1= Ocp ---t cp, entonces Ro es reflexiva (ver, por ejemplo 
[1]). Para probar la condicion Mk consideremos una teoria prima Pyla teorfa r 
generada por el conjunto {02cp : Ocp E Pl. Sea ~ la clausura bajo disyunciones del 
conjunto {Ocp : cp tJ. Pl. Probemos que 

En busca de una contradiccion, suponemos 10 contrario. Entonces existe Ocp E P y 
existe'ljl tJ. P tales que 02cp hKMk o'ljl. Luego, 

02cp hKMk O'ljl ::::} t-IKMk 02cp ---t o'ljl 
::::} hKMk 0 (02cp ---t O'ljl) 
::::} hKMk Ocp ---t 'ljI. 
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Como Dip E P, entonces 'ljJ E P, 10 que es una contradiccion. En consecuencia 
r n ~ = 0. Ahora, por la Proposicion 2.4, podemos asegurar que existe una teoria 
prima Q tal que r ~ Q y ~ n Q = 0. Si Dip E P, tenemos que DDip E r, y 
en consecuencia Dip E Q. Como hKMk Dip -t ip, entonces ip E Q. Por 10 tanto, 
(P, Q) E RD. Tambien, como ~ n Q = 0, (Q, P) E RD. Si (Q, D) E R~ y Dip E P, 
entonces DDip E Q. De donde se sigue que ip E D. En consecuencia, (P, D) E Ro y 
por 10 tanto la condicion Mk es valida. • 

Corolario 3.3 La 16gica IKMk es can6nica. 

Sea I una IKo-logica. Recordemos que una logica I tiene la propiedad de los 
modelos jinitos si para cada formula ip que no es un teorema de I existe un modelo 
finito de I, (F, V), tal que (F, V) ~ ip. Es decir, la 16gica I esta caracterizada por 
la clase de los modelos finitos, y en consecuencia est a caracterizada por la clase de 
los marcos finitos. Ahora vamos a probar que la logica IKMk no tiene la propiedad 
de los modelos finitos. La prueba esta basada en el conocido resultado que afirma 
que to do marco F = (X,~, R) tiene asociada un algebra de Heyting H (F) con 
operadores modales, tal que para cualquier formula ip, F 1= ip ¢:} H (F) 1= ip. La 
estrategia sera la siguiente. Primero probaremos que en todo marco finito de la 
16gica IKMk la relacion Ro es transitiva. Por 10 tanto, en todo marco finito de 
la 16gica IKMk la formula Dip -t DDip es valida. Posteriormente mostramos un 
ejemplo de un marco infinito de la logica IKMk en donde la relacion Ro no es 
transitiva, y en consecuencia no es valida la formula Dip -t DDip. Como conclusion 
tenemos que la logica IKMk no puede tener la propiedad de los modelos finitos. 

Definicion 3.4 Un algebra de Heyting modal es un algebra (A, v, I\, -t, 0,0,1) tal 
que (A, v, A, -t, 0,1) es un algebra de Heyting y 0 es un operador que cumple las 
ecuaciones: 

1.D(aAb)=DaADb, 

2. 01 = 1, 

Sea F un marco. Recordemos que (Pc (X) ,U, n, -t, 0, X) es un algebra de 
Heyting donde la operacion -t se define como U -t V = {x EX: [x) n U ~ V}, 
para cualquier par U, V E Pc (X). Definimos el operador modal DR como sigue: 

DR (U) = {x EX: Ro (x) ~ U}. 

Lema 3.5 El algebra (Pc (X), U, n, DR, -t, 0, X) es un algebra de Heyting modal. 

Demostmci6n. Es sencilla y se deja a cargo del lector. • 
I"ema 3.6 Sea F un marco. Entonces: 

1. Ro es refiexiva si y s6lo si OR (U) ~ U, para todo U E Pc (X), 

2. Ro es transitiva si y s610 si DR (U) ~ DRDR (U), para todo U E Pc (X). 
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Demostraci6n. Probamos 1. a modo de ejemplo. Supongamos que OR (U) ~ U, 
para cualquier U E Pc (X). Sea x E X y consideremos el subconjunto U = Ro (x). 
Es claro, por la condici6n ::; oR ~ Ro ::;, que U es creciente. Ademas, como 
xED R (U), entonces x E U = Ro (x). Por 10 tanto Ro es reflexiva. La prueba en el 
otro sentido no present a dificultad y se deja al lector. • 

Proposicion 3.7 Sea:F un marco Jinito de 1KMk. Entonces Ro es transitiva. 

Demostraci6n. Por 2. del Lema 3.6 es suficiente probar que 

Como Ocp ~ cp E IKMk, tenemos que Ro es reflexiva. Entonces OR (U) ~ U, para 
to do U E Pc (X). Como X es un conjunto finito, entonces Pc (X) es tambien un 
conjunto finito. Esto implica que la siguiente cadena de inclusiones es finita: 

En consecuencia, (ORr+1 (U) = (ORr (U) para algun n < w. Vamos a probar, por 
inducci6n, la siguiente implicaci6n: 

El caso n = 1 es inmediato. Asumimos que (2) es verdadero para n y probemos que 
es verdadero para n + 1. Supongamos que (ORr+2 (U) = (ORr+! (U). Entonces 

(3) 

Como :F es un marco de IKMk, 

Por (3) deducimos que 

y esto es equivalente a 

Como tambien se verifica la inclusi6n 

(ORr+1 (U) ~ (ORr (U) , 

entonces (ORr (U) = (ORr+1 (U). Ahora, por la hip6tesis inductiva (OR)2 (U) = 

OR (U) . Por 10 tanto, Ro es transitiva. • 

Proposicion 3.8 La logica IKMk no tiene la propiedad de los modelos Jinitos 

Demostraci6n. Sea w el conjunto de los naturales y sea::; el orden usual definido 
en w. Consideremos la relaci6n R ~ w x w definida por: (a, b) E R {::} a ::; b + 1. 
Entonces es sen cillo comprobar que: 
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1. ::; oR ~ Ro ::; . 

2. (w,::;, R) cumple la condicion IKMk. 

Luego de 1. y 2. y como Ro es refiexiva, la estructura (w, ::;, R) es un marco de 
la logic a IKMk. Pero, Ro no es transitiva, pues 

(n,n-1)ERo, (n-1,n-2)ERo y (n,n-2)rf.Ro. 

Como conclusion tenemos que la logic a IKMk no tiene la propiedad de los mo-
delos finitos. • 
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