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. Resumen -

In this note we shall introduce the intuitienistic modal logic IMK}, as a
generalization of the classical modal logic M}, [5]. We will show that this loglc
is canonical and that it does not have the finite model property.

1 Introduccién

Existe un renovado interés en el estudio de légicas modales intuicionistas, debido
principalmente a las aplicaciones que tienen las légicas no-cldsicas en Computacién
Teérica. No existe una tnica definicién de l6gica modal intuicionista. En la literatura
hay varios célculos modales basados en el célculo proposicional intuicionista. ‘ Por
ejemplo, en [1] y [3] se estudian légicas intuicionistas modales definidas con un
operador O o con un operador . En [4] y (7] (ver también (9] y [8]) se investigan
l6gicas modales con los dos operadores y ciertos axiomas que ligan dichos operadores.

En esta nota vamos a estudiar una extensién de la légica modal intuicionista IKg
[1]. Probaremos que esta logica es completa respecto a la clase de sus marcos ¥ que
es canénica pero que no tiene la propiedad de.los modelos finitos. Esta légica es una
generalizacién natural de la légica: modal M definida sobre el célculo proposicional
clasico (ver, por ejemplo, [5]).

2 Preliminares

Supondremos que el lector tiene cierta familiaridad con los conceptos y resultados
fundamentales sobre 16gica modal y légica intuicionista. Una buena referencia para
estos tdpicos es [2].

Sea L el lenguaje propos1c1ona1 modal que consiste de un conjunto infinito de
variables Var, los conectivos A, V, 0, —, y ademés una constante proposicional L.
La negacién — y la constante proposiciohal T son definidas por -p = p — Ly
T = -1, respectivamente. F'm simbolizaré el conjunto de todas las férmulas. La
l6gica intuicionista serd denotada por Int.

Diremos que un conjunto I' C F'm es una ldgica intuicionista modal, o que es
una IKp-1dgica, si contiene a los siguientes axiomas
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simbolos (F,V) E, ¢, si £ € V(). Una férmula ¢ es vdlida en un modelo (F,V),
en simbolos (F,V) = ¢, si es vélida en todo elemento de X. Una férmula ¢ es
valida en un marco F, en simbolos F = ¢, si para toda valuacién V sobre F, ¢ es
vélida en el modelo (F,V).

Sea 7 una IKg-l4gica. Denotaremos por Fr(Z) la clase de todos los marcos donde
toda férmula de Z es vélida. Sea F una clase de marcos. Th(F) simbolizard la clase
de todas las férmulas validas en todo marco de F. Una légica I es caracterizada por
una clase de marcos F, o es completa relativa a la clase de marcos F , o F-completa,
si Th(F) =

Vamos a utlhzar la siguiente notaciéon. Dada una férmula <p , escribimos 0% = ¢
y O™y = O0O™p. Sea R una relacién definida en un conjunto X. Recordemos que
R"! es R"o Ry RP es la identidad, donde o denota la composicién de relaciones.

Lema 2.2 Sea F = (X, <, R) un marco. Entonces,
1. <oR"C R <.

2. para todo z € X, RY () € P (X).
Demostracidon. Es sencilla y se deja a cargo del lector. |

Corolario 2.3 Sea F = (X, <, R). Para cadan € w y para cada p € Var la funcién
V definida por: V(p) = RE (z), es una valuacidn.

Demostracion. Es inmediata por el Lema 2.2. : ]

Sea Z una IKp-logica. Un conjunto de férmulas es una teoria de Z, o una
Z-teoria, si y sdlo si es cerrado bajo la relacién de deducibilidad Fz. Una teoria I’
de T es prima si es consistente y para cada par de férmulas ¢, ¢ si (o V) € T,
entoncesp €0y €T '

Recordemos que el marco candnico de T es la estructura F. = (X, C, R.) donde
X_. es el conjunto de todas las teorias primas, C es la relacién de inclusién, y R, es
la relacién definida por '

(P,Q) € R D71 (P)CQ,

donde O~} (P) = {p € Fm : Oy € P} (ver [1], [3], [6] 0 [9]). El modelo candnico es
el par M, = (F., V) donde V, es la valuacién definida por:

p)={feX.:peTl}.

Una légica T es candnica si'el marco canénico de Z es un marco de la légica, es decir
si F. F Z. En [1] y [3] se prueba que la légica IKq y algunas extensiones de ella son
canénicas.

Proposicién 2.4 Sea T’ una teoria consistente y sea A un conjunto de férmulas
cerrado bajo disyunciones (es decir: si p,1p € A entonces oV € A) y tal que
I'NA = (. Entonces existe una teoria prima P tal que T C Py PNA = 0.
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simbolos (F,V) E; ¢, si z € V(p). Una férmula ¢ es vdlida en un modelo (F,V),
en simbolos (F,V) k= ¢, si es vélida en todo elemento de X. Una férmula ¢ es
vélida en un marco F, en simbolos F = ¢, si para toda valuacién V sobre F, ¢ es
vélida en el modelo (F, V).

Sea Z una IKp-l6gica. Denotaremos por Fr(Z) la clase de todos los marcos donde
toda férmula de 7 es vélida. Sea F una clase de marcos. Th(F) simbolizar4 la clase
de todas las férmulas vélidas en todo marco de F. Una légica Z es caracterizada por
una clase de marcos F, o es completa relativa a la clase de marcos F , o F-completa,
si Th(F) =T.

Vamos a utilizar la siguiente notacién. Dada una férmula ¢ , escribimos 0% = ¢
y O™l = 00O%p. Sea R una relacién definida en un conjunto X. Recordemos que
R™'es R*o Ry R° es la identidad, donde o denota la composicién de relaciones.

Lema 2.2 Sea F = (X, <, R) un marco. Entonces,
1. <oR™C R"o <.
2. para todo x € X, Rp (z) € P, (X).
Demostracion. Es sencilla y se deja a cargo del lector. |

Corolario 2.3 Sea F = (X, <, R). Para cadan € w y para cadap € Var la funcidn
V' definida por: V(p) = RZ (z), es una valuacidn.

Demostracién. Es inmediata por el Lema 2.2. |

Sea T una IKp-légica. Un conjunto de férmulas es una teoria de Z, o una
I-teorfa, si y sélo si es cerrado bajo la relacién de deducibilidad Fz. Una teorfa T
de T es prima si es consistente y para cada par de férmulas w,psi (V) eT,
entonces p € oy €T,

Recordemos que el marco candnico de T es la estructura F, = (X, C, R.) donde

X. es el conjunto de todas las teorfas primas, C es la relacién de inclusién, y R, es
la relacién definida por

(P,Q) € Re D071 (P) CQ,

donde 07! (P) = {¢ € Fm : Op € P} (ver [1], (3], [6] 0 [9]). El modelo candnico es
el par M, = (F,, V.) donde V, es la valuacién definida por:

Ve(p)={F e X.:peTl}.
Una légica T es candnica si el marco canénico de Z es un marco de la 1gica, es decir

si Fo = Z. En 1] y (3] se prueba que la légica IKp y algunas extensiones de ella son
canénicas.

Proposicién 2.4 Sea T' una teoria consistente y sea A un conjunto de férmulas

cerrado bajo disyunciones (es decir: si ©,% € A entonces Vi € A) y tal que
I'NA =0. Entonces existe una teoria prima P tal que T C Py PNA = 0.
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Demostracién. Ver, por ejemplo, [1]. ]
Proposicién 2.5 (F,,V.)Epyp & p€P.
Demostracién.  Ver [1]. [ ]

Corolario 2.6 La ldgica modal IK es canonica y completa respecto a la su clase de
marcos.

El siguiente resultado serd necesario en la prueba de la completitud de la légica
IKM, para el caso particular de n = 2.

Lema 2.7 Sea F, el marco candnico de Z. Entonces, para todo par P,Q € X.,
(P,Q)ER; & {p:0"pe P} CQ. (1)

Demostracidn. La prueba es por induccién sobre n. El cason = 1 es inmediato.
Supongamos que (1) se cumple para n. Si (P,Q) € R2*! entonces es inmediato
comprobar que {p : O"*lp € P} C Q.

Supongamos que {¢ : O"*lp € P} C Q. Consideremos el conjunto 07! (P) y
sea A la clausura bajo disyunciones del conjunto {O" : ¢ ¢ Q} . Probemos que

o (P)nA =0.

Si suponemos lo contrario, entonces existe una formula Oa € P y una férmula
0"y € A tal que k7 « — O™). Entonces k7 Oa — O"*4). Como P es una
teorfa, O™ty € P. Entonces, ¥ € @, lo que es un absurdo. En consecuencia,
por la Proposicién 2.4, existe D € X, tal que 0! (P) C Dy AN D = {. Enton-
ces, (P,D) € Rp, y {@: 0% € D} C Q. Por la hipétesis inductiva, se sigue que
(P,D) € Roy (D,Q) € R2, es decir, (P,Q) € Rg™. [ ]

3 La légica IKM,
Sea IKM}, la lgica modal intuicionista definida por
IKg + {Op — ¢} + {0 (0% — 0¢) — (Qp — ¥)} .
Sea F un marco y consideremos la siguiente condicién:
M, Vz3Iy3z (zRoy Ay < 2z A zRoz AVw (2REw = (zRow))).

Esta condicién es una generalizacién de la condicién similar definida en (5],
péagina 154, cuando < es la identidad.

Teorema 3.1 Sea F un marco. Entonces, F F O (0% — Oy) — (Op — ) si y
sélo si F wverifica la condicion My.
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Demostracién. Asumimos que F F O(0O%p — 0yY) — (Op — ) y sea v € X.
Consideremos una valuacién V definida en F por V (p) = Ro(z) and V (q) = X —
(z]. Es claro que esta valuacién es creciente . Comoz € V (Op) y z ¢ V (g), entonces
z ¢ V(Op—g). En consecuencia, T ¢ V (O(0% — Oq)), es decir: Ro(z) &
V (O%p — Og). Luego podemos asegurar la existencia de elementos y, 2,a € X tales
que

(z,y) € Ro, y < 2,2 € V(O?), (2,a) € Raya ¢ V(q).

Como (z,a) € Ro y a < z, entonces (2,z) € Ro. Sea w € X tal que (z,w) € RZ.
Debido a que z € V (0%p), w € V (p) = Ra (z), es decir, (z,w) € Ra. Por lo tanto,
acabamos de probar que F verifica la condicién M.

Supongamos que F verifica la condicién My. Consideremos una valuacién V' sobre
F. Sean z,w € X tales que z < w, w € V (O (0% — O%)), y w € V (Op). Vamos
a probar que w € V (). Por hipétesis, existen y, z € X tales que (w,y) € Ro,y< 2
y (2,w) € Ro. Ya que w € V (O (0% — O¢)), entonces [y) N V (Q%p) C V (Oy).
Probemos que z € V (0%p). Sea a € X tal que (z,a) € R. Entonces, (w,a) € Rg,
y como w € V (Oy), deducimos que a € V (p). Por lo tanto, z € V(O%), vy
esto implica que z € V (O¢). Finalmente, como (2,w) € Ro, concluimos que
we V(). ]

Antes de proceder a probar que la logica IKM; es canénica observemos que en
el marco candnico F, = (X,, C, R.) se verifica que:

1. (P,Q) € Rg = R.oC siy sélosi 07! (P) C Q, para todo par P,Q € X..
2. La condicién M, en el marco candnico se reduce a
Vz3y (zRoy AyRoz AVw (yRRw = zRow)) .

Esto se debe a que la relacién < en F, es la relacién de inclusién entre teorfas
primas.

Teorema 3.2 Sea F. = (X, C,R.) el marco candnico de IKMy. Entonces la
relacién Ro es refleziva y F. verifica la condicion M.

Demostracién. Como F. E Oy — ¢, entonces Rg es reflexiva (ver, por ejemplo
[1)). Para probar la condicién My, consideremos una teorfa prima P y la teorfa I
generada por el conjunto {O%p : Op € P}. Sea A la clausura bajo disyunciones del
conjunto {0y : ¢ ¢ P}. Probemos que

'nA=0.

En busca de una contradiccién, suponemos lo contrario. Entonces existe Op € Py
existe 1 ¢ P tales que O%p Fixm, O9. Luego,

0% bikm, 0¥ = Fkm, D20 — OY
: = Fxm, O (0% — OY)
= }_IKM,‘ Op — Y.
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Como Oy € P, entonces ¢y € P, lo que es una contradiccién. En consecuencia
I'N A = 0. Ahora, por la Proposicién 2.4, podemos asegurar que existe una teoria
prima @ tal que ' C Q y ANQ = 0. Si Op € P, tenemos que O0p € T, y
en consecuencia Oy € Q. Como Fixm, Op — ¢, entonces ¢ € Q. Por lo tanto,
(P,Q) € Rn. También, como ANQ =0, (Q,P) € Ru. Si (Q,D) € R y Op € P,
entonces O0p € Q. De donde se sigue que ¢ € D. En consecuencia, (P,D) € Rg y
por lo tanto la condicién My, es valida. n

Corolario 3.3 La légica IKM}, es candnica.

Sea Z una IKg-légica. Recordemos que una légica Z tiene la propiedad de los
modelos finitos si para cada férmula ¢ que no es un teorema de Z existe un modelo
finito de Z, (F,V), tal que (F,V) ¥ ¢. Es decir, la légica T estd caracterizada por
la clase de los modelos finitos, y en consecuencia estd caracterizada por la clase de
los marcos finitos. Ahora vamos a probar que la logica IKM}, no tiene la propiedad
de los modelos finitos. La prueba estd basada en el conocido resultado que afirma
que todo marco F = (X, <, R) tiene asociada un élgebra de Heyting H (F) con
operadores modales, tal que para cualquier férmula ¢, F F ¢ & H (F) F ¢. La
estrategia serd la siguiente. Primero probaremos que en todo marco finito de la
l6gica IKM, la relacion Rp es transitiva. Por lo tanto, en todo marco finito de
la 16gica IKMj, la férmula Op — OOgp es vélida. Posteriormente mostramos un
ejemplo de un marco infinito de la légica IKM, en donde la relacién Rg no es
transitiva, y en consecuencia no es vélida la férmula Op — OOy. Como conclusién
tenemos que la 16gica IKMj, no puede tener la propiedad de los modelos finitos.

Definicién 3.4 Un dlgebra de Heyting modal es un dlgebra (A,V,A,—,0,0,1) tal
que (A,V,A,—,0,1) es un dlgebra de Heyting y O es un operador que cumple las
ecuaciones:.

1. O(aAb) =0aA0b,
2 01=1,

Sea F un marco. Recordemos que (P.(X),U,N,—,0,X) es un dlgebra de
Heyting donde la operacién — se define como U — V = {z € X : [z)NU C V},
para cualquier par U,V € P, (X). Definimos el operador modal O como sigue:

Op(U) = {z€X:Ra(z)CU}.
Lema 3.5 El dlgebra (P.(X) ,U,ﬁ; Og,—,0,X) es un dlgebra de Heyting modal.
Demostracion. Es sencilla y se deja a cargo del lector. n
Lema 3.6 Sea F un marco. Entonces:

1. Rg es refleziva si y sdlo si Op (U) C U, para todo U € P, (X),

2. Rg es transitiva si y sdlo si Og (U) C OgOg (U), para todo U € P, (X).
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- Demostracién. Probamos 1. a modo de ejemplo. Supongamos que Op (U)cu,
para cualquier U € P, (X). Sea x € X y consideremos el subconjunto U = Rg (z).
Es claro, por la condicién < oR C Ro <, que U es creciente. Ademis, como
z € Og (U), entonces z € U = Rg (z). Por lo tanto Ry es reflexiva. La prueba en el
otro sentido no presenta dificultad y se deja al lector. n

Proposicién 3.7 Sea F un marco finito de IKMy. Entonces Rg es transitiva.
Demostracién. Por 2. del Lema 3.6 es suficiente probar que
DR(U) C Ogr0Op (U), paratodo U € P, (X) .

Como Oy — ¢ € IKMj, tenemos que Rq es reflexiva. Entonces Op (U) C U, para
todo U € Pc(X). Como X es un conjunto finito, entonces P, (X) es también un
conjunto finito. Esto implica que la siguiente cadena de inclusiones es finita:

. C(OR)"(U)C (@)1 (U)C..COx(U)CU.

En consecuencia, (Oz)""! (U) = (Br)"™ (U) para algin n < w. Vamos a probar, por
induccidn, la siguiente implicacién:

(Or)™*! (U) = (OR)" (U) entonces (Og)*(U) = Og (U). (2)

El caso n = 1 es inmediato. Asumimos que (2) es verdadero para n y probemos que
es verdadero para n + 1. Supongamos que (0g)"*? (U) = (3r)™*! (U). Entonces -

Or (B (U)™ = (@R (U))*?) = X. (3)
Como F es un marco de IKMy,
O ((OR)" (U) = (BR)™? (V) - ((QR)"U — (Op)"' V) = X.
Por (3) deducimos que
(OR)" (U) = (Or)"" (U) = X,

y esto es equivalente a
()" (U) € (@r)™ (V).

Como también se verifica la inclusién
@r)" (U) € (OR)" (V),

entonces (Og)" (U) = (Or)"** (U). Ahora, por la hipétesis inductiva (Or)*(U) =
Og (U). Por lo tanto, Ry es transitiva. ]

Proposicién 3.8 La légica IKMy no tiene la propiedad de los modelos finitos

Demostracion. Sea w el conjunto de los naturales y sea < el orden usual definido
en w. Consideremos la relacién R C w X w definida por: (a,b) € R & a < b+ 1.
Entonces es sencillo comprobar que:
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1. <oRC Ro <.
2. (w, <, R) cumple la condicién IKM.

Luego de 1. y 2. y como Rpg es reflexiva, la estructura (w, <, R) es un marco de
la 16gica IKM. Pero, Rg no es transitiva, pues

(n,n—1)€Rg, (n—1,n—2)€Ra y (n,n—2)¢ Rao.

Como conclusién tenemos que la l6gica IKMj, no tiene la propiedad de los mo-
delos finitos. n
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