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SOBRE LA MEDIDA DE CONJUNTOS
AUTOSEMEJANTES

MARIANO FERRARI

Abstract

In this paper we give conditions which permit to estimate the Hausdorff
measure H*(K) of a self similar s-set K: K = U._;;(K), ¢; contractions. In
particular, we treat the case when K is of bounded distortion. An algorithm,
analogous to one given in [P2], is exhibited which permits in a practical way
to estimate H*(K). We show that this algorithm can also be applied in the
case when K is graph-directed. Finally, we give an example where H*(K) is
estimated for K a graph-directed set of Sierpinski type.

1 Introduccion.

Decimos que un subconjunto compacto K de R™ es autosemejante si existe un
conjunto finito I, y una familia de contracciones {; }ier

(1) lpi(z) — @i(y)] < rilz -yl ,
donde | - | representa la norma Euclidea en R™ y r; < 1 para todo ¢, de modo que
(2) K =|Joi(K).

i€l

Es importante observar que para toda familia de contracciones existe un tnico
conjunto compacto K que satisface (2) [H, F2, YHK].

Cuando las contracciones ¢; son similitudes, es decir que satisfacen
[SOl(‘/B) - %(y)l = Tzlx_y| , i < 1 ) V:E7y € K )

para cada ¢, diremos que K es autosemejante definido por similitudes.
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2 MARIANO FERRARI

Sea s la dimensién de Hausdorff de K, denotaremos con H*(K) la medida de K
en su dimensién y supondremos en lo que sigue que esta medida es finita y no nula,
o sea que K es un s-conjunto.

Usaremos la siguiente notacién: I* para representar el conjunto de las palabras
de longitud k, w = wiws . .. wg, w; € I; I para representar las sucesiones o palabras
de longitud infinita; I* = Uy>1I%; y para w € I*, con k > 1 notaremos

Puw = Puwy © -0 O Py ;

notaremos con |w| a la longitud de la palabra w y con w|i, para 1 < k < |w|, a la
palabra wyws . .. wg.

Definicién. Definimos la funcién f(4), para § > 0 y cualquier s-conjunto compacto
K:
H (K NCs
f(6) = sup ——E—Sg——)

Cg Compacto, convexo

de didmetro &

Las propiedades de la funcién f(4), enunciadas en la Proposicién 1 (abajo), son la
clave para dar un algoritmo tedrico-préactico para estimar, bajo ciertas condiciones, la
medida de un conjunto autosemejante definido por similitudes, tal como se encuentra
desarrollado en [P1] y [P2]. La siguiente Proposicién ha sido probada en [P1] y [P2]
y se enuncia aqui para orientar al lector.

Proposicion 1. Sea K un s-conjunto compacto, entonces
o. Tms—of(6) > 1 ( [F1], pdg 24 ).

b. La funcidn f(8)6° es creciente y continua por derecha para 6 > 0, ( [P1],
Theorem 1).

c. Si K es un conjunto autosemejante definido por similitudes entonces f(4) <1
para todo § > 0, ( [P2], Theorem 4 ).

Dos preguntas motivaron el presente trabajo. En primer lugar, bajo qué con-
diciones sobre un conjunto autosemejante K puede asegurarse que la funcién f(4)
estd acotada y cémo puede usarse esta cota para obtener, a su vez, cotas para H*(K).
En segundo lugar, si es posible extender el algoritmo desarrollado en [P2] a una clase
de conjuntos mas general.

Con respecto al primer punto, hemos logrado establecer condiciones suficientes
para que f(d) esté acotada, a esto se refieren las condiciones (D1) y (D2) y el Teo-
rema 1. Estudiamos un tipo particular de conjuntos que satisfacen estas condiciones
llamados de distorsién acotada (principle of bounded distortion en [F2], pag. 65),
dando algunas condiciones para que f(d) esté acotada inferiormente en algin in-
tervalo contenido en los reales positivos, que resulta de utilidad para acotar H*(K)
(Proposicién 4). Nosotros modificamos la definicién de conjunto e-discreto como
aparece en [P2] y la usamos para exhibir cotas para la medida de K, en este sen-
tido la Proposicién 6 muestra cotas para H*(K) en funcién de ciertos limites sobre
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SOBRE LA MEDIDA DE CONJUNTOSAUTOSEMEJANTES 3

subconjuntos de K y el Teorema 2 muestra las correspondientes cotas para el caso
de distorsién acotada.

Con respecto al segundo punto, hemos estudiado los conjuntos autosemejantes
grafo dirigidos. Extendemos parte de la teorfa desarrollada para el caso autoseme-
jante (Teorema 3) y luego mostramos que en el caso de ser K un conjunto autose-
mejante grafo dirigido definido por similitudes puede desarrollarse igual que antes
un algoritmo tedrico-préctico para estimar la medida de K (Teorema 4).

Por dltimo, aplicamos la teoria anterior a un ejemplo de conjunto grafo dirigido
obteniendo cotas numéricas para su medida.

2 Conjuntos de distorsion acotada.

Sea K un conjunto autosemejante como definimos anteriormente. Supondremos
en lo que sigue que s > 0 ya que sino H*(K) seria el cardinal de K y no tendriamos
nada que decir.

Definimos abajo las condiciones (D1) y (D2) sobre las contracciones ¢; que, de
alguna manera, limitan la deformacién de las imégenes ¢, (K). Observar que si G
es un conjunto compacto tal que H*(G N K) > 0 entonces el didmetro de G N K,
que notaremos |G N K|, también debe ser mayor que cero.

(D1) Para todo compacto G con H*(G N K) > 0 existe una constante M(G) tal
que
lpu(K)| < M(G)|leu(GNK)|,

para todo w € I*.
(D2) Para todo compacto convexo G con H*(G N K) > 0 existe una constante

N(G) tal que

. 1 H(GNK)
H(@AGNE) 2 o o m KT

leu(GNE)P,

para todo w € I*.

Para cada compacto convexo G tal que H*(G N K) > 0 definimos el subconjunto
de K, A(G), de la siguiente manera,

A(G) = | eu(GNK); AG) = () An.
|w|>n n=1

La siguiente Proposicién es auxiliar para probar, en el Teorema 1, que f(9)
estd acotada por N(G) (comparar con la Proposicién 1 c))

Proposicién 2. Supongamos que K verifica las condiciones (D1) y (D2), entonces
H:(A(G)) > 0 para todo G compacto convezo tal que H*(GN K) > 0.
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4 MARIANO FERRARI

Demostracion : Supongamos que H*(A(G)) = 0 para algin G, entonces para todo
€ > 0 existe un ng tal que H*(An,(G)) < e. Observar que A(K) = K y la fami-
lia {@w(K)}uwizn, s una familia de Vitali para K, entonces existe una subfamilia
numerable disjunta {¢,,(K)}weq tal que

HAK) < D lpu(K)* +e,

weQ

(cf. [F1, pag 11]). Luego, denotando N'(G) = %‘;'—s tenemos lo siguiente

H(K) = < 3 lpu(K)I* <

weQ
< M(@G) Y lp(GNE)’ por (D1)
weQ
< M(GPN'(G) ) H(pu(GNK)) por (D2)
wEeQ
< M@ N'(G) 1 (| (G K))
weQ

< M(G)N'(G) H*(An(G)) < M(G)*N'(G) e.

Resultaria entonces H*(K) = 0, lo que contradice nuestras hipétesis. |

Veremos ahora como N{G) permite acotar el cociente —Hs‘(ggm

Teorema 1. Supongamos que K wverifica las condiciones (D1) y (D2). Entonces

Hsl(glrgk ) < N(G) para todo compacto convezo G con H*(GNK) > 0. En particular,

st N(G) < Dy para todo G, resulta que f(8) < Dqy para todo 6 > 0.

Demostracidn : Supongamos que Hsl(glr;K) = BN(G), con 8 > 1 para algin G.
Entonces por la condicién (D2) tenemos que

1  H(GNK)
N@G) |GNnK|F

Consideraremos nuevamente el conjunto A(G). Por la Proposicién 2 sabemos que
HE(A(G)) > 0. Dado € > 0 sea ng tal que H*(An,(G)) < H*(A(G)) + €. La familia
{pw(G N K)}w|>n, €s un cubrimiento de Vitali para A(G), luego existe una familia
numerable disjunta {¢,(G N K)}weg de modo que

H(AG) —e < Y leolGNE) <3 Y H(pu(GNK))
weR weQR
<31 (| 9u(GN K)) < 31! (4n(@))
weQ
< H(H(AG) +9),

H(pu(GNK)) > leu(GNEK)]* > 8- |p.(GNK)J®
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SOBRE LA MEDIDA DE CONJUNTOSAUTOSEMEJANTES 5

lo que resulta contradictorio ya que H*(A(G)) >0y % <1
El segundo enunciado sigue directamente de la definicién de f(9). u

Definicién. Diremos que un conjunto autosemejante K es de distorsién acotada si
pueden encontrarse constantes positivas L, y D, de modo que las contracciones ¢,,
satisfagan

DA -
(B4) D7 Lolz —y| < lpu(z) = o)l < Lulz —yl
para cualquier z,y € K,y w € I*.

Si las contracciones ¢; son C?-difeomorfismos conformes definidos sobre un con-
junto abierto V' O K entonces “localmente” se comportan como similitudes y se
satisface la condicién de distorsién acotada [MU]. Esta clase de transformaciones
abarca en particular los conjuntos de Julia de cierto tipo de funciones analiticas que
pueden representarse como autosemejantes en el plano complejo.

Si G es un conjunto compacto convexo, sigue directamente de la definicién que
para todo w € I*

(3) DTLGN K| < |pu(GNK)| < LGN K] y
(4) D™ L, H*(GNK) < H(p(GNK)) < L, H(GNK),

(cf. [F1], pag 10). Tomando el cociente entre (4) y (3) obtenemos (D2):
H(GNK) < He (¢ (G N K))
IGNK] ~ |pu(GNE)

Observar que en este caso N(G) = Dy = D® en la notacién del Teorema 1.
Tomando G 2 K en (3) obtenemos

D—S

D7L,IK| < |pu(K)| < Lo|K]

despejando L, en la dltima desigualdad y combinando esto nuevamente con (3)
resulta

(5) DK e (K)IG N K| < |pu,(GN K)| < DIK| o (K)|IG N K.

Lo cual, aparte de implicar la propiedad (D1), es otra manera de expresar (DA)
que, si bien presenta cotas menos finas, puede ser de utilidad dependiendo del grado
de dificultad para calcular las constantes L,,.

Vemos de esta manera que los conjuntos de distorsién acotada verifican las con-
diciones (D1) y (D2), en particular vale el siguiente corolario:

Proposicién 3. Sea K un conjunto autosemejante de distorsion acotada, entonces
f(8) < D? para todo § > 0.
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6 MARIANO FERRARI

Observacién. Si, en particular, D = 1, sigue el enunciado c) de la Proposicién 1.

Las condiciones (D1) y (D2) son efectivamente més generales que la condicién
(DA). Consideremos por ejemplo las contracciones de R?

(,01(513,:1/) = (%.’E,O) ’ (PQ(-’L',:U) = (%.’L‘—i— %’O) , p3(z,y) = (0,1).

El conjunto autosemejante E asociado a estas transformaciones corresponde a la
unién del segmento [0, 1] sobre el eje = con el punto (0, 1), luego la dimensién de £
es 1y H!(E) = 1. Estas transformaciones no verifican (DA) pero puede comprobarse,
calculando directamente, que satisfacen (D1) y (D2).

Si bien sabemos que (ls—i_r?(l) f(6) > 1, a los efectos de hacer estimaciones de H*(K)

resulta util obtener cotas inferiores de f en intervalos mayores que cero. Generalmen-
te, este tipo de cotas depende de la distribucién geométrica de la medida en K, o sea
de las funciones ¢;, sin embargo, en ciertos casos particulares, pueden encontrarse
cotas satisfactorias. A esto se refiere la Proposicién 4.

Definicién. Diremos que un conjunto compacto K es (M, a)-contenido si

sup f(8) > M.
é€la,| K]

Observar que sup f(6) = sup f(d) para todo € > 0.
(@, K|+e] o, K1)

Proposicion 4. Sea K un conjunto de distorsion acotada.

A. Supongamos que existen 0 < 1o, 0 < a < |K| tales que para toda bola cerrada
B, centrada en K de radio r menor que rq existe una stmzlitud ¢ con radio
de contraccion p y una sucesion w € I* tales que

(i) ¥(Br N K) € pu(K),
(i1) Loa < pr.

Entonces sup f(6) > D7°. O sea K es (D7%,a)-contenido.
[a,| K]

B. Supongamos que existen 0 < rg, 0 < a < |K]| tales que para toda bola cerrada
B, centrada en K de radio v menor que ry existe una traslacion ¢ y una
sucesion w € I* tales que

(1) ¥(B:) N K C pu(K),
(1) L,a <,
(i) H*($(Br) N K) 2 H*(B, N K).

Entonces sup f(6) > (2D)7°. O sea K es ((2D)~®%,2Da)-contenido.
[2Da,|K])
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C. Si las imdgenes p;(K) son disjuntas y distancia(p;(K), ¢;(K)) > d > 0 para
i # j entonces sup f(0) > D7*. O sea K es (D~%,D~1d)-contenido.

[D-td,| K]}
Demostracion :  A. Sea dyg < 79 y G un conjunto compacto convexo, |G| = o tal
que f(&) = Hsl(g{:K) (tal conjunto existe por la definicién de f(9), cf. [P1],

Theorem 1). Sea d; = |GN K|. Como §; < §y < rg, GN K estd incluido en una
bola cerrada Bj, centrada en K y existen la similitud % y la sucesién w de las
hipétesis tales que ¥(G N K) C ¢,(K). Por (DA), ¢, es inyectiva sobre K,
luego existe ¢ ' y v (¢ (G N K)) C K. Tenemos entonces

Hops'W(GNK)NK) _ H (g (¥(G N K)))

FleS (G N EK)) 2

St W(GNEK)l e WG NK))
LR (G N K))
> Dizenrr PP
_HH(GNK) _H(GNK)
>D WZD —'é—I;—-D f (%)

Ademds por (i7) y (DA) resulta que

IS (G NK))| > LTp|G N K| = L3 pdy > a.
Como esto vale para todo 0 < §y < 7o ¥ lims_ f(6) > 1 resulta lo enunciado.

B. Tomemos nuevamente & < 79, G un conjunto compacto convexo, |G| = § tal
que f(d) = H-*l(glr:K) . G estd incluido en una bola cerrada Bs centrada en K.
Considerando la traslacién ¥ y la sucesién w de las hipétesis tenemos que
o;'(¥(Bs) N K) C K. Por (DA) vemos que ¢, (¢(Bs) N K) estd incluido en

una bola cerrada Bp;-15;. Tenemos entonces

H (Bprz1s NK) _ Mo (w05 (¥(Bs) N K))
f(lBDL;léD 2 (2(5DL;1)S 2 (25)3D3Lu—)s
L3 M (¥(Bs) N K)
= (20):D° L
s HS(Bg N K)
63
 H(GNK)
55

por (DA)

> (2D) por (iiz)

> (2D)" = (2D)* f(5).

Ademis
|Bpp-1sl = 26DL;" > 2Da,

de lo que resulta lo enunciado.
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Observacién 1. Si (i¢) se verifica para cierto ag, entonces lo hace también
para todo a < ag. Luego si 2Day > | K| resulta que K es ((2D)~*, a)-contenido
para todo a < |K]|.

Observacién 2. Si en las hipétesis de la parte B cambiamos “para toda
bola cerrada B, centrada en K de radio » menor que ro” por “para todo
compacto convexo B, de didmetro » < ry” y el resto queda igual, entonces K
es (D3, Da)-contenido. Esta modificacién no se utilizara en lo que resta del
trabajo.

. Veremos que este caso se reduce a un caso particular de los contemplados en
la parte A.
Observar que podemos considerar que L; < r; < 1 para todo i € I. Si fuera
r; < L; por (1) y (DA) tenemos que

D7'rilz —y| < D' Lilz — y| < |@i(x) — @ily)] < milz — .

Luego podria tomarse L; = r;.

De las hipdtesis sigue que para todo 4,5 € [ y todo w € I*
distancia(puwi(K) , u;(K)) > D™ L.d.

Sea B,(x) una bola cerrada centrada en K de radio suficientemente chico menor
que d. Sabemos que existe una sucesién A € I*° tal que limg_,o ¢y, (K) = z.
Por (DA) vemos que para todo w € I*

Lo < DLyLu,... Lo,
Luego limg_,o Ly, = 0, ya que L; < r; < 1 para todo ¢ € I. Existe entonces h

tal que
D_IL)\Ith <r< D—ILMhd‘

Por lo que resulta que

B(z)NK C (p)‘lh+1(K) y

que son las condiciones (i) y (i) de la parte A tomando ¢ igual a la iden-
tidad y w = A|p+1. Luego se satisfacen las condiciones de la parte A con rg
suficientemente chico y a = D~1d.

En [F2], capitulos 4 y 5, se estudian conjuntos de distorsién acotada en la recta
asociados a sistemas dindmicos discretos. De hecho la condicién de distorsién acotada
es crucial para poder estimar la dimensién de estos conjuntos. En [MU] se estudian
conjuntos autosemejantes en R™ definidos por transformaciones conformes: existe un
abierto V D K, tal que las transformaciones se extienden como C2-difeomorfismos
conformes sobre V' (conformal iterated function systems). Mds atin, se consideran
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conjuntos definidos por un conjunto infinito de transformaciones. Si bien este tipo
de conjuntos no estan incluidos dentro los casos que estamos estudiando en este
trabajo, es importante aclarar que, atn en el caso infinito y por supuesto en el caso
finito, son de distorsién acotada. En este caso las constantes L, son los supremos
de las normas de las derivadas |, (z)| tomados sobre V.

Con el objeto de encontrar cotas para H*(K), modificamos la nocién de conjunto
e-discreto, que aparece en [P2], para incorporar la distorsién que caracteriza el caso
que estamos estudiando.

Definicién. Diremos que un conjunto compacto K de dimension s es e-discreto si
0 < H*(K) < 00 y existe una familia finita {K;}{_, tal que

q
i) K:UK,- y H(K;N Kj;) =0 para todo i # j.

i=1
ii) |K;| < € para todo t.

iii) La relacién entre la medida de K; y K puede estimarse (en forma préctica).
Mas precisamente existen constantes positivas «;, co, y ¢; tales que cpa; <

H?(K:)
H(K)

< ¢y, para todo 4.

Dado K e-discreto sea P la familia de todas las dplas {i1,...,%} donde 1 < i3 <
... < 1y < q. Consideraremos las uniones de los conjuntos K;, Ui, K; para p € P
y, con la ayuda de los «;, podremos estimar la medida relativa de estos conjuntos.
Nos interesa en particular, entre los conjuntos de este tipo, los de mayor densidad
relativa. Dado p € P sea T'(p) = |UiepKil, y dado § > 0O definimos la funcién

U () = méx Q.
T(p)<s ien

Queremos remarcar que «;, ¢o ¥ ¢; son constantes conocidas en forma préctica.
Por ejemplo si K es el conjunto de Cantor usual, K = ¢1(K) U po(K) = K; U Ky,
entonces K es un conjunto 1/3-discreto donde H*(K;)/H*(K) =1/2,i=1,2.

Asf la funcién U () es efectivamente computable y si conociéramos, también en
forma préctica, constantes M y Dy tales que M < sup f(§) < Dy, entonces la

d¢€la,|K]]
férmula (6) (abajo) darfa cotas que aproximan la medida de K con tanta precision
como lo permitan las constantes cg, ¢;, M, Dy y la capacidad computacional para
calcular U (9). Volviendo al ejemplo del conjunto de Cantor tenemos en este caso
que M = Dy = ¢y = ¢; = 1 como resulta inmediatamente de la Proposicién 3 y la
parte C de la Proposicién 4.

La siguiente Proposicién indica de qué modo U () permite acotar H*(K) en
relacién con f(4) y es esencialmente equivalente al Teorema 5 de [P2].

Proposicién 5. Sea K e-discreto, entonces

Rev. Un. Mat. Argentina, Vol. 44-2



10 MARIANO FERRARI

5)d°
1) colU(d) < 72(3()[() < ;U (6 + 2¢) para todo § > 0.

2) St K es e-discreto para todo € > 0 entonces, para todo a > 0 tenemos que
U6+ 2 U (6
sup U0 +2¢) _: o _ sup ——6(8) — 0,
sefalky O sefalK]] O
cuando € — 0.

Demostracion : Demostraremos la primer parte, el segundo enunciado se encuentra
demostrado en [P2].

Sea § > 0. Entonces
H(K)U(8) = H(K) mdx Y o; <cy' méx Y H(K;), por iii) de la definicién

T(p)<0 & T(p)<6 4
i€p 1€p
<qt méx H (UiepKi) < ¢t méx f (T(p) T(p)*,

por i) y la definicién de T(p)

< cg'f(8)8°,

ya que f(6)0° es creciente. De aqui sigue la desigualdad izquierda de 1). Observar
que si 0 < min|Kj;|, entonces U () = 0 y la desigualdad anterior es trivial.

Para probar la otra parte sea G tal que f(6)d° = H*(K N G). Sea p el conjunto
de todos los indices 7 tales que K; NG # 0. Tenemos que T'(p) = UiepKi| <6+ 2e
Luego

f(8)8° =H (K NG) < H(UigpKs) < D H(K)
i€
< H(K) Y on < o MK )U0 + 2€).
i€Ep
|

Sea 0 < a < |K|. Tomando el supremo sobre § € [a,]|K]|] en la expresién 1) de la
Proposicién 5 surge que si K es e-discreto entonces

(6)
a’ (sup u——€(5+2€)> sup f(6) SH(K) < ¢ (Sup Z/le(é)) sup f(d).

k) 0° [a, K] K] 0°

Luego si K satisface las condiciones (D1) y (D2), con N(G) < Dy, tenemos que

H(K) < (CO sup ue(é)) - Dy,

k] 0°

ya que por el Teorema 1, f(8) < D.
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Supongamos ahora que K es ademés e-discreto para todo € (asumimos que las
constantes cg y ¢; de la definicién son las mismas para todo €). Definimos

U, := lim sup uf(j) = lfm sup Ue(é——:Ze)
~0(gk|] O O k) 0

De (6) obtenemos

(e1Ua)™" sup f(d) < H(K) < (coUa)™" sup £(9).
[a.|K] Q)

Como U, estd acotado superiormente para todo a y U, > U, siempre que b < a
es posible tomar el limite Uy = lim,_,o U, para obtener

(1 Ug)™! sup f(6) < H¥(K) < (coUp)~! sup f(6).
(0,|K1] (0,|K1]

Tenemos entonces lo siguiente:

Proposicién 6. Si K satisface las condiciones (D1) y (D2) con N(G) < Dy y es
e-discreto para todo € entonces

(c1Ug) ™t < (1 Up) ™" sup f(8) < HY(K) < (coUp)™! sup f(8) < (coUp) ' Dy.
(0, K] (0,1 K1)

Demostracion : Resulta directamente de la férmula anterior, de la Proposicién 1,

y del Teorema 1 que implican 1 < sup f(8) < Dy. |
(0,1K1)

Si K es un conjunto autosemejante de distorsién acotada tenemos el siguiente
resultado que, bajo ciertas condiciones, permite acotar la medida de K con tanta
precisién como lo permitan la constante de distorsion D y la capacidad computa-
cional para calcular U(d). Debe leerse teniendo en cuenta la Proposicién 4 que da
condiciones generales para que K sea (M, a)-contenido.

Teorema 2. Si K es un conjunto de distorsion acotada tal que H*(@:( K)Np;(K)) =
0 para todo i # j entonces K es e-discreto para todo € > 0. Si ademds K es (M,a)-
contenido tenemos que

M (sup M) < H*(K) < D* (sup Ue(é))_ ,

k] OF oKl 0°

(sup UP+20) sup U€(6)> — 0,

selajkl]  O° selalkl) 0°

cuando € — 0.
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Demostracién : Para ver que K es e-discreto consideremos la familia {¢., (K)}oert-
Sabemos que K = U, (K). Como ¢, son contracciones, tomando k suficien-
temente grande tenemos que |¢.(K)| < € para todo w € I*, que es la segunda
condicién de la definicién. Sean w, A € I* dos palabras distintas y sea m el mayor
indice tal que w|,;, = Aln, por (DA) sabemos que

HS(‘Pw(K) N ‘p)\(K)) = Hs(‘nowlm '(‘pwm+1-"wk(K) N Prmt1Ak (K)))
< LZImHS( Puwm i1 (‘pwmu“'wk (K)) N Prmta (‘Pkmw“'}\k(K)) ) =0,

ya queé Wmi1 7 Ama1, luego se cumple la condicién i) de la definicién. La tercer
condicién se cumple con a,, = LS, cg = D™ y ¢; = 1 ya que por (DA)

He (g (X))

DL <
T H(K)

<L
Si ademés K es (M,a)-contenido sigue directamente de la férmula (6) y la Proposicién
3 las cotas enunciadas para H*(K). |

Observar que si D =1 i.e. K estéd definido por similitudes entonces, bajo ciertas
condiciones en las que K es (1, a)-contenido, como las enunciadas en la Proposicién
4, el teorema anterior da una forma de aproximar H*(K) (cf. [P2], seccién 3).

3 Conjuntos grafo dirigidos.

Extenderemos, en esta seccién , parte de la teoria desarrollada en la seccién an-
terior. Prestaremos especial atencién a los conjuntos grafo dirigidos definidos por
similitudes, y veremos que en este caso y bajo ciertas condiciones, es posible des-
arrollar un algoritmo teérico practico que aproxime la medida de K. En algunos
casos, partes de las demostraciones son copias textuales de las ya dadas anterior-
mente y se dejan al lector.

Un grafo dirigido (V, I) estd compuesto por un conjunto de vértices V ={1,...,m},
y un conjunto de flechas I en donde cada flecha i € I une los vértices p(i) y (7).
Notaremos con I, ; al conjunto de las flechas que se dirigen del vértice v al j y con I™
al conjunto de cadenas de longitud n, esto es w = w; ...w, donde #(w;-1) = p(w;).
Escribimos igual que antes I* = U,> 1™

Decimos que un conjunto compacto K es grafo dirigido [F2, E] si existen con-
juntos compactos K = Kj, ..., K, un grafo dirigido (V, I), con m vértices, y con-
tracciones ¢; : Koy — Kp(), una para cada flecha 7 € I, tal que para cada v € V
vale

K,= |J eiKew)=U U wi%))

icl j=1 i€l ;
p(i)=v

En particular, para K = K, tenemos para todo n:

(7) K= ¢uKuw)
wel™
p(w)=1
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Un grafo dirigido se dice transitivo si para cada par de vértices v, j existe una
cadena de flechas w € I*, que los une, esto es: p(w) =vy (w) = j.

En lo que sigue supondremos que K satisface una condicién algo més fuerte que la
mera transitividad. Esto nos permitira descartar transformaciones muy singulares y
recuperar los cubrimientos de Vitali de la Proposicién 2 y el Teorema 1 para poder
generalizar la teoria anterior a este tipo de conjuntos. Sea s la dimensién de K|,
decimos que K cumple la condicién (DO) si se satisface lo siguiente:

(D0) K es un s-conjunto, 0 < H*(K,) < oo para todo v € V' y para cada vértice v
existe una cadena h, que une v con 1 tal que H*(¢s, (K)) > 0.

Esta condicién se cumple, por ejemplo, si las transformaciones ; son bi-Lipschitz,
suponiendo que K sea un s-conjunto.
Consideraremos ahora las condiciones andlogas a (D1) y(D2):

(D1’) Paratodowv € V' y todo compacto G con H*(GNK,) > 0 existe una constante
M(G) tal que
lpu(Ko)| < M(G)-|pu(G N Ky)|

para todo w € I* con {(w) = v.

(D2’) Paratodo v € V' y todo compacto convexo G con H*(GN K,) > 0 existe una
constante N(G) tal que

1 H(GNK,)

H(@CNK) 2 5 eRR

lpu(G N K)|°

para todo w € I* con f(w) = v.

Igual que antes consideraremos el conjunto A(G) que ahora redefinimos de la
siguiente manera:

4,G)= | wGnK) y  AG):=(]4(G).
|w|2n n=1

p(w)=£(w)=1
Tenemos el andlogo del Teorema 1 en el siguiente teorema:

Teorema 3. Supongamos que K es un conjunto grafo dirigido que verifica las condi-

ciones (D0), (D1’) y (D2’). Entonces Hsl(gng) < N(G) para todo compacto convezo

G. En particular, si N(G) < Dy para todo G resulta que f(8) < Do para todo § > 0.

Demostracion : Sea G compacto convexo tal que H*(GoNK) > 0. Probaremos que
H5(A(Go)) > 0 de manera andloga a lo hecho en la demostracién de la Proposicién 2.

Supongamos que H*(A(Gp)) = 0, entonces dado € > 0 existe un ny de modo que
H*(Any(Go)) < €. De la férmula (7) resulta que la familia F = {pu(Kgw)) }w|>no €8

plw)=1
un cubrimiento de Vitali de K.
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14 MARIANO FERRARI

Ademas, para todo v € V existe una cadena h,, tal que ¢, (K) C K, y H*(¢n,(K)) >
0. Luego, aplicando (D1’) con G = ¢, (K)

[P (Ko)| < M(0n, (K))|@uw(en, (K) N Ky)| = M (o, (K))|[@un, (K],

para todo w € I* con #(w) = v. Tomemos M = max{M (¢, (K))} y sea N'(Gy) =
. N{G)|GonK|*
H*(GonK)

Existe entonces una subfamilia {¢,(Kp))}weq, numerable y disjunta de F, tal

que

H(K)—e< Z I‘pUJ(KE(w)NS <M z |<pwht(w)(K)|s
weQ weQ

escribiremos directamente wh, en lugar de why(,) para simplificar la notacién,

< M M(Go)* Y lpun(Go N K)|* por (D1’)
weQ
< M*M(Go)*N'(Go) Y H*(¢un(Go N K)) por (D2’)
weQ
< M*M(Go)*N'(Go) H* (| un(Go N K))
weQ

< MPM(Go)°N'(Go) H*(Ane(Go)) < M*M(Go)*N'(Go) €,

ya que |wh| > |w| > no y €(wh) = £(h) = 1. Luego debe ser H*(K) = 0 que es una
contradiccién.

La demostracién que % < N(Gy) es andloga a la dada en el Teorema 1y
se deja al lector. [ ]

Recordando lo desarrollado en la parte anterior respecto de los conjuntos e-
discretos obtenemos el siguiente resultado semejante a la Proposicién 6. Su com-
probacion es inmediata y se deja al lector.

Proposiciéon 7. Sea K un conjunto grafo dirigido que satisface las condiciones
(D0), (D1’) y (D2’) con N(G) < Dy y es e-discreto para todo €. Entonces

(c1Up) ™' < (1 Ug) ™" sup f(8) < H*(K) < (co Uo)™" sup f(8) < (co Uo) ™" Do.
(0,]K1] (0,|K]]

Si las transformaciones ¢,, satisfacen la condicién (DA), es decir, existen cons-
tantes positivas D y L,, tales que

D' Lylz —y| < |eu(z) — pu(y)] < Lulz —yl,

para cualquier w € I* y 2,y € Ky, entonces diremos que K es un conjunto grafo
dirigido de distorsién acotada. Observar que si esto pasa las transformaciones
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@; son bi-Lipschitz, luego un s-conjunto grafo dirigido de distosién acotada satisface
la condicién (DO) . Puede verse, de la misma manera que anteriormente lo hemos
hecho que, en este caso, K satisface las condiciones (D1’) y (D2’) con N(G) = D?
para todo G compacto convexo. En particular resulta inmediatamente del Teorema 3
lo siguiente:

Proposiciéon 8. Sea K un conjunto grafo dirigido de distorsion acotada, entonces
f(8) < D* para todo & > 0.

En lo que resta de esta seccién nos concentraremos en el caso de que K sea un
conjunto grafo dirigido definido por similitudes i.e. K es un conjunto de distorsién
acotada con D = 1. Supondremos ademés que H*(p;(Kyiy) N 0;(Ke))) = 0 para
todo par de flechas ¢ # j. Esta tltima condicidn se satisface por ejemplo si K cumple
una condicién de conjunto abierto [YHK, pag 21].

Probaremos primero que K es e-discreto para todo e. Obteniendo un resultado
analogo al Teorema, 2

Teorema 4. Si K es un conjunto grafo dirigido definido por similitudes tal que
H? (i Key))Np; (Ke5))) = 0 para todo par de flechas i # j, entonces K es e- discreto
para todo € > 0. Si ademds K es (M,a)-contenido tenemos que

-1 -
M (sup U—E(é(s_: 26)) <HY(K) < <[sup U3(36)>

fa 1K) a|K]]

)
(sup U(d+2¢) sup ue(d))—»(),

selajky  0° selalK] O°

cuando € — 0.

Demostracion : De (7) resultan las condiciones i) y ii) de la definicién de conjunto
¢- discreto (cf. con la demostracién del Teorema 2). Para ver que se cumple iii)
debemos recordar algunas cosas que sabemos sobre los conjuntos grafo dirigidos,
nos referiremos en general a resultados enunciados en [F2] y [F3].

Para ¢ > 0 sea A(®) la matriz no negativa con entradas Ag;) = 1,77, donder;
es el radio de ;. Sabemos que s, la dimensién de K, es el que hace el radio espectral
de A® igual a 1, y que el vector (H*(K), H*(Kz), ..., H*(Km)) es un autovector de
A®) asociado a 1. Como el grafo es transitivo la matriz A®) es irreducible, luego por
el Teorema de Perron-Frobenius para matrices no negativas, el radio espectral de
A®) es un autovalor simple [BFP]. Tenemos entonces que H*(K,) = z,H*(K) para
todo v > 2 donde (1,z2,...,Tn) es el Gnico autovector asociado a 1 con la primer
coordenada igual a 1. Luego

(oK) _ HHKew) _
He(K) TH(K) e

de lo que resulta la condicién iii) de la definicién con co=¢; =1y o, = T Tt(w)-
La desigualdad enunciada resulta ahora de la férmula (6) y del hecho de que

M < sup f(8) <1 por ser K (M,a)-contenido y definido por similitudes. |
[ K]
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Daremos ahora una condicién suficiente para que un conjunto grafo dirigido defi-
nido por similitudes sea (1,a)-contenido, siendo este el caso en que la férmula anterior
permite estimar, tanto como lo permita la capacidad computacional, la medida de
K. Esta condicién es del tipo de las expuestas en la Proposicién 4 de este trabajo y
del tipo de la Property A en [P2].

Proposicién 9. Sea K un conjunto grafo dirigido definido por similitudes. Supon-
gamos que ezxiste a > 0 tal que para todo r < a y toda bola cerrada B, centrada en
K eziste una similitud ¢ de radio p > 1 de modo que (B, N K) C ¢,(K) para
algin w € I'*, con p(w) = £(w) = 1. Entonces K es (1,a)-contenido.

Demostracion : Veremos primero que para cualquier compacto convexo G con |G| <
a existe una similitud ¢ tal que (GN K) C K y |#(GN K)| > a. En efecto, por
hipétesis existen 1, w tales que ' o p(GNK) C K y

lest o (GNK)| > 715 0|GN K| > (méxr) HGN K|,

luego si |t 0 (G N K)| < a puede repetirse este proceso hasta que se cumpla lo
expresado.

Sea entonces 6o < a 'y G un compacto convexo tal que f(dy) = R ‘(glr:K). Tenemos
que

d(GNK)NK) H($(GNK))

fisGn i) > X

BGNK)l  [e(GNE)!
H(GNK)  H(GNK)
Z GNP 2 TeE = f(6o)-

Donde |¢(G N K)| > a. Como esto es cierto para todo 0 < Jy resulta que K es
(1, a)-contenido. |

4 Ejemplo: triAngulo de Sierpinski grafo dirigido.

En esta seccién daremos algunas cotas numéricas sobre la medida de un conjunto
grafo dirigido en el plano que es una modificacién del tridngulo de Sierpinski. Todas
las aproximaciones numéricas expresadas son exactas hasta la quinta cifra decimal.

El tridngulo de Sierpinski es un conjunto autosemejante muy conocido asociado
a tres similitudes 1, @9, 3. Si A es el tridngulo equildtero determinado por los
puntos (0,0), (1,0) y (1/2,+/3/2); estas transformaciones contraen A sobre cada
uno de sus vértices con radio 1/2. Consideraremos los conjuntos grafo dirigidos
asociados al grafo de la Figura 1. Notaremos con TR al conjunto asociado al nodo
de la izquierda y con TR, al conjunto asociado al nodo de la derecha, tenemos
entonces que TR = ¢1(TR) U @o(TRy) U w3(TRe) y TRy = ¢1(TR) U p3(TRy).

Como sabemos la dimensién de T'R, s, es tal que el radio espectral de la matriz

(“ 2“), donde a = (1/2)",

a a
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S0

Figura 1: grafo dirigido asociado a T'R.

es 1. Tenemos entonces que a = v/2 — 1 es la raiz positiva del polinomio 2% + 2z — 1;
s = l°’f£f/_21) ~ 1,27155; y la relacién entre H*(T'R) y H*(T R;) estda dada por

V2
2

H(TR,) = ﬁ H*(TR) = = H*(TR).
Vimos también que este tipo de conjuntos es e-discreto para todo e.

Veremos ahora que TR es (1,1/16)-contenido. Para esto es conveniente tener
presente las clausuras convexas de los conjuntos TR y T Ry; y observar que en este
caso TRy, C TR. Es simple comprobar que la clausura convexa de T'R coincide con el
cuadrilétero determinado por los puntos (0,0), (1/2,v/3/2), (3/4,3/4) y (2/3,0);
mientras que la clausura convexa de T' Ry coincide con el tridngulo determinado por

los puntos (0,0), (1/2,v3/2) y (1/3,0).
Proposicién 10. TR es (1,1/16)-contenido.

Demostracion : Usaremos la Proposicién 9 de la siguiente manera: para toda bola
cerrada B,, centrada en TR, r < 1/16, mostraremos una similitud 3 de radio 1 tal
que Y(B, NTR) C ¢1(TR). Recordar que TR = ¢1(TR) U pa(TR2) U @3(TRy). Si
B.NTR C ¢1(TR) entonces ¥ es la transformacién identidad. Si B,NTR C (T Ry),
tomamos ¥ = @09, *; y de igual modo si B,NTR C w3(T Ry), tomamos 9 = 003"
Teniendo en cuenta las clausuras convexas de TR y T R, puede verse que la distancia
entre ¢1(TR) y w2(TRy) es mayor que 1/16 y no existe B,, centrada en TR, que
intersecte p1(TR) y w2(TRy) a la vez. Lo mismo pasa entre @o(TR2) v ¢3(TRz).
Es simple ver ademds que si B, intersecta ¢1(TR) y ¢3(TRs), entonces B, N TR
debe estar incluido en ¢133(TR2) U w311(TR), en este caso tomamos como ¥ la
traslacion que lleva los conjuntos ¢133(T R2) Uws11 (T'R) en los conjuntos congruentes
¢113(TRz) U p131(TR) C ¢1(T1). Ver Figura 2. n

Usando ahora la férmula del Teorema 4 podemos estimar la medida de T'R calcu-

(9 (6 .
lando sup M y  sup w, donde ¢ depende de la longitud n con que
(1/16,1] s (/16,1 ©°

se tomen las sucesiones w para, cubrir TR con npw(TRg(w)). Hay una dificultad com-
putacional en este proceso ya que se trata de encontrar supremos sobre conjuntos
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de cardinalidad del orden de 2*"). Con un sencillo algoritmo hemos podido efectuar
los calculos para n = 3, 0 sea € = % Los resultados obtenidos fueron

U508 U506 +1/4
p 1/85( ) ~1,13506 , sup —1/8( :_ /4
/161 O (1/16,1] 4

~ 5,82842,

y la medida de TR queda entonces acotada por: 0,171 < H*(TR) < 0, 881.

(plll

(pll3

/| Y|

Figura 2: TR cubierto por conjuntos de didmetro 1/8
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