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Fórmulas de tipo Leibniz para derivaciones internas generalizadas en
caracteŕıstica positiva

Dada un álgebra A y dos endomor�smos �; � de A, para cada a 2 A,
se de�ne un nuevo endomor�smo �a : A ! A por �a (x) = a� (x) � � (x) a.
Entonces �a veri�ca que: �a (xy) = �a (x) � (y) + � (x) �a (y). Decimos que
�a es una (�; �)�derivación (interna) de A.

Si K es un cuerpo perfecto de característica p > 0 y A = K [[X]], se
obtienen fórmulas de tipo Leibniz para �na (x1x2) y �

n
a (x1x2 � � �xm) para

todo n;m 2 N, donde �a es una (�; �)�derivación interna de A y �; � se
sustituyen oportunamente por endomor�smos del tipo 1) Fh : a ! ap

h
,

el mor�smo de Frobenius con h � 0 y 2) Dh = @

@Xph
, la derivación de

Dieudonné de orden ph.
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Inversión eficiente de morfismos polinomiales sobre cuerpos finitos

Sean F1, . . . ,Fn polinomios en n indeterminadas con coeficientes
en Fq, el cuerpo finito de q elementos, de grado a lo sumo d.
Consideramos el morfismo F : An → An definido como F(x) :=(
F1(x), . . . ,Fn(x)

)
. Asumiendo que la restricción de F a Fn

q es biyec-
tiva, desarrollamos un algoritmo que, dado y(0) ∈ Fn

q , calcula el
único punto x(0) ∈ Fn

q tal que F(x(0)) = y(0). Para eso, pensamos
el gráfico de F como una subvariedad V ⊂ A2n y consideramos la
proyección π : V → An en las variables Y1, . . . ,Yn. La idea es de-
formar el sistema F(X) = y(0) en un sistema F(X) = F(x(1)), donde
x(1) es un punto adecuado con coordenadas en una extensión finita
de Fq. Nuestro resultado es el siguiente:

Teorema Si los polinomios F1, . . . ,Fn se evalúan con T op-
eraciones sobre Fq, la única solución q–racional del sistema
F(X) = y(0) puede calcularse con O((T + n4 + D2)nδ2) opera-
ciones sobre Fq, donde δ denota el grado de V y D, el grado
del morfismo π.

El interés por este tipo de problemas se origina en los casos
en que el morfismo F codifica alguna permutación de un esquema
criptográfico.
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Álgebra de Norton de ciertos grafos de distancia regular

Dado un conjunto de vértices X y una distancia d definimos grafos de

distancia regular. Consideramos L2(X) el espacio de funciones indexadas
por X y en dicho espacio el operador
L : L2(X) → L2(X), Lf(x) =

∑
y:d(x,y)=1 f(y).

Se tiene una descomposición de L2(X) en autoespacios Vλ de L,
L2(X) = ⊕λVλ.

En cada Vλ se puede definir una estructura de álgebra (Vλ, ⋆), conocida
como álgebra de Norton, de la siguiente forma:

f ⋆ g = πλ(f ◦ g) f, g ∈ Vλ

donde πλ es la proyección a Vλ y ◦ es el producto de Hadamard en L2(Ω).
Tomando como ejemplo los grafos de Johnson y los grafos de espacios

polares duales, veremos una construcción de un conjunto de generado-
res de Vλ en los cuales el producto en el álgebra de Norton tiene una
expansión sencilla.
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Un algoritmo para describir puntos en conjuntos semialgebraicos

Dado un sistema de ecuaciones e inecuaciones polinomiales
f1(x) = . . . = fm(x) = 0, g1(x) ≥ 0, . . . , gp(x) ≥ 0, con fi, gj ∈
R[X1, . . . , Xn], i = 1, . . . , m; j = 1, . . . , p, una de las preguntas
básicas que pueden plantearse es si este sistema tiene o no una
solución en Rn. En caso de que el conjunto de las soluciones sea
no vaćıo, la siguiente pregunta natural es cómo exhibir, de alguna
manera, (algunas de) estas soluciones.

Una de las subrutinas más utilizadas en los algoritmos que re-
suelven este problema consiste en hallar un conjunto finito que
contenga al menos un punto en cada componente conexa del con-
junto de las soluciones. En el caso de sistemas de ecuaciones (sin
desigualdades), la práctica más usual involucra localizar los puntos
cŕıticos sobre el conjunto en cuestión de una función polinomial
(t́ıpicamente, una proyección o una distancia).

En esta charla exhibiremos un algoritmo para la resolución
del problema planteado, que utiliza las condiciones de Karush-
Kuhn-Tucker (que generalizan el teorema de los multiplicadores
de Lagrange al admitir condiciones de desigualdades) para carac-
terizar puntos cŕıticos. Bajo ciertas hipótesis, estas condiciones
permiten reducir el problema a hallar las soluciones aisladas de un
sistema de ecuaciones ampliado. Para resolver este nuevo sistema
desarrollamos un método espećıfico, basado en técnicas de defor-
mación, que explota fuertemente su estructura. Como resultado
obtenemos un nuevo algoritmo para resolver el problema original
con complejidades que mejoran las de los algoritmos anteriores que
lo resuelven.
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Variaciones infinitesimales de estructuras de Hodge asociadas a
hipersuperficies en variedades tóricas suaves
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