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ACERCA DE LA ESTIMACION NUMERICA DE LA REGULARIDAD PUNTUAL DE
FUNCIONES MEDIANTE WAVELETS

Las propiedades de una funcién en un punto zy de su dominio
puede expresarse en término de la pertenencia a ciertas clases
funcionales cuya definicién depende de uno o mds pardmetros
numéricos, comunmente denominados ezponentes de regularidad
o de oscilacion. El exponente puntual de Holder es el ejemplo
mas conocido. Los espacios 2-microlocales asociados a dos expo-
nentes, pueden considerarse como una extension y refinamiento de
los espacios Holderianos.

La pertenencia de una funcién a tales clases puede caracteri-
zarse por medio de la Transformada Wavelet, continua o discreta,
bajo hipétesis bastante amplias sobre la wavelet madre.

En general, estos métodos de andlisis se basan en el compor-
tamiento de la trasformada cuando la escala tiende hacia las al-
tas frecuencias mientras que, localmente, se concentra entorno de
zg. Consecuentemente, se plantea la cuestién de la estimacién
numérica en al caso de que la funcién esté dada por su muestreo
0 se exprese por una secuencia de datos experimentales.

El empleo de wavelets para estas estimaciones requiere de la
apropiada selecciéon de la wavelet, de la transformada y de la
técnica adecuada para el problema planteado. La eficiencia del
método dependerd de la capacidad de lograr, a partir de finitos
datos, la extrapolacién de la transformada hacia las altas frecuen-
cias y la consecuente interpolacién entorno del punto xg.

En esta presentacién se discuten algunos aspectos de esta cues-
tién, principalmente en el caso de la estimacién del exponente
Holder puntual y al par de exponentes microlocales.
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UNA ESTIMACION PARA EL POTENCIAL DE CAPA DOBLE

Se presentard una estimacién en norma supremo para el po-
tencial de capa doble asociado al Laplaciano en funcién de la ge-
ometria del dominio. El potencial de capa doble de una funcién f
definida en el borde de un dominio 2 C IR" se define como

1 (X —-Q)-Ng
uX:—/ —————f(Q)do(Q), X e R"\ Q. 1
()wnm xX—qr (Q)do(Q) \ (1)
donde Ng denota el vector normal interior a 0Q en Q y wy, es el
area de la superficie de la bola unitaria en IR".

Se demostrard que [u(X)| < ¢(X)|| f [|L~(an), donde

o(X) = win [ re@en PR ppae o) @)

< H(X) = sup HO(OQ NP,
vEon

Px(Y) = ﬁ, y H* es la medida de Hausdorff k-dimensional.

La funcién ¢(X) en general no es acotada en Q. Si lo es en
dominios cuasi convexos (esto es, t(Q) := || t[|L=(q) < 00), en cuyo
caso se prueba de manera directa que || u[|p () < C|| f [lLe=(a0)-

¢(X) no es otra cosa que i Joa \%MU(Q), sin embargo
la expresién (2) tiene dos potenciales ventajas: 1- Permite apre-
ciar la relacién que existe entre la forma del dominio Q y el com-
portamiento del potencial; 2- Hay una notable similitud con las
férmulas de drea y co-drea que podria explotarse.
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ESTIMACIONES A PRIORI CON PESOS

Sea  un dominio en IR” con borde 9 € C? y sea u solucién
del problema de Dirichlet en €2

—Av=f en{
v=20 en 0f)

donde f € L?(9,w), w un peso tal que w € As.
Entonces

1Dz, 2;ull 20wy < C |l fll 220

Para probar estas estimaciones hemos utilizado la teoria general
de integrales singulares y probado acotaciones para las derivadas
de la funcién de Green en dominios apropiados.
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PERTURBACION DE CONJUNTOS DE MUESTREO EN ESPACIOS DE TIPO SPLINE
IRREGULARES

El problema del muestreo es el de reconstruir una senal continua a partir
de sus muestras en ciertos instantes de tiempo. Dada una familia de funcio-
nes, un conjunto de muestreo es un conjunto de puntos tal que la norma de
las funciones de la familia es equivalente a la norma de sus muestras. El caso
clasico, ampliamente estudiado, es el de las funciones de banda limitada, es
decir, las funciones cuya transformada de Fourier esta soportada en cierto
intervalo.

Modernamente, se estudia el mismo problema en espacios de funciones
mas generales llamados de tipo spline. Los resultados de existencia del caso
de banda limitada descansan en la analiticidad de las funciones y no se
pueden trasladar directamente a escenarios més generales. Con todo, para
configuraciones regulares de puntos (reticulados) se tienen algunos resultados
de existencia.

En este trabajo exploramos la posibilidad de obtener resultados de mues-
treo irregular perturbando configuraciones regulares de puntos. Probamos
que todo conjunto de muestreo en un espacio de tipo spline puede ser lige-
ramente perturbado sin perder sus propiedades y estimamos en ciertos casos
cuanto es posible perturbarlos. Ademés probamos un resultado de interés
teorico sobre la existencia de configuraciones éptimas.
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CONJUNTOS DE FURSTENBURG Y UNA VARIANTE DEL PROBLEMA DE KAKEYA EN
DIMENSION 2

Un conjunto de Kakeya o Besicovitch es un conjunto compacto
E C R™ tal que para cada e € S”~! existe un segmento unitario I,
en direccién e contenido en E. La conjetura "H” de Kakeya dice
que los conjuntos de Kakeya en R™ tienen dimensién de Hausdorff
(dimg) igual a n. Esta conjetura es cierta en dimensién 2 pero
estd abierta en dimensiones superiores. Un problema de similar
aspecto en R? es el de los conjuntos de Furstenburg(a): Dado un
pardmetro o € (0,1] decimos que un conjunto compacto E de R?
es de Furstenburg(a) si para cada direccién e € S! existe una recta
R, tal que dimg(R. N E) > a. En este trabajo exponemos una
prueba de la conjetura "H” de Kakeya en R? que se basa en la
acotacién fuerte de tipo (2,2) conocida para el operador maximal
de Kakeya Ks : L?(R?) — L?(S') definido por

K5(f)(e) = fi(e) = sup —— [ |flde

aer? |T2(a)| Jrs(a)

donde T?(a) denota al tubo de longitud unitaria, seccién de radio
§ y eje principal en la direccién e centrado en el punto a. Adap-
tamos luego la prueba para demostrar el siguiente resultado cono-
cido para los conjuntos de Furstenburg(a): Si o € [3,1] entonces
dimy(E) > 2a. Obtenemos como corolario inmediato usando el
caso = 1 una versién mas fuerte de la conjetura "H” de Kakeya
en R?: Un conjunto E C R? tal que para cada direccién posible
contiene un subconjunto de dimensién 1 de una recta en dicha
direccién debe tener necesariamente dimension de Hausdorff 2.
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RESTRICCIéN DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER A ALGUNAS HIPERSUPERFICIES
DE R?
Para « = (z1,22) € R?, y a,b > 2, sea ¢ : R — R definida por

¢ (@) = |21 + |2l

Sea B la bola unitaria en R? y sea ¥ = {(z, ¢ (2)) : € B} con la medida
de Lebesgue inducida.

Consideramos el operdor de restriccién, a la superficie X, de la transfor-
mada de Fourier. Estudiamos el conjunto tipo

11
b {(5’§> € 0.1 {0.1] - 3e > 0 con Hﬂ)m(z) < cllflpngsy. Vf €S (RB)}.

Obtenemos condiciones necesarias para que un par (%, %) pertenezca a E.
a+b p’ plq

Mss atn, si % + % < %, este resultado es "sharp" salvo por algunos puntos

borde de FE.

También probamos que si 3 < 71) <ly % > abtatb L ontonces (l l) € k.
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DESIGUALDADES CON PESOS PARA UN OPERADOR MAXIMAL DE CESARO

En [BM1] se estudia el operador maximal de Cesaro unidimen-

sional
1 T+ R

Mafta) = sup oo [ i (1= E )

con —1 < a < 0, en el contexto de los espacios LP con pesos y
en [BM2] se estudia una extensién del operador M, a dimensiones
mayores. En este trabajo se presenta una versién n dimensional
del operador M, diferente de la estudiada en [BM2] y que esta
relacionada con una forma diferente de entender la convergencia
Cesaro miultiple. El operador maximal considerado es el siguiente:

Maf(z) = sup % Y0 H (1 - —y') dy,

con —1 < a; < 0 para todo i = 1,---,n y donde el supremo se
toma sobre todos los rectdngulos n dimesionales R = [z1— Ry, z1+
Rq]x [mn R, xp+Ry] tales que 1/2 < R;/R; < 2, para todo
4,7 =1,---,n. Los resultados obtenidos son caracterizaciones de

los pesos w para los cuales el operador M,, satisface desigualdades
de tipo fuerte y de tipo débil con respesto a ese peso w.
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ACOTACION DE OPERADORES MAXIMALES GENERALIZADOS EN ESPACIOS DE
ORLICZ
Sea 77 :[0,90) — [0,%0) una funcién convexa, no decreciente, tal que 7(0) =0y
n(t) > o cuando t— o, que satisface una condicion A, y con derivada
n'(t) ~ n(t)/t. Con esta funcién consideramos el operador

M, £ ()= sup|f], ,
; (y)\
onde Hqu =inf{1>0: —I n(—=)dy <1} y el supremo se toma sobre

B] %

todas las bolas B de R"que contienen a X . Con respecto a este operador probamos
que son equivalentes las siguientes condiciones:

I a(s) ds < Cb(Ct), paratodo t > 0.
i) Ln (D(M ) f (x))dx<C Ln (| (x)dx
i) [m,, £, <C|f],
donde ®(t) = j; a(s)ds y W(t) = j; b(s)ds.

Se analizan, ademas, extensiones a espacios de tipo homogéneo.
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UN TEOREMA DE MULTIPLICADORES PARA ESPACIOS DE HARDY CON PESOS
LATERALES
Sea m (€) una funcién acotada definida en R — {0} y T el operador

multiplicador asociado a m (§) definido a través de la trasformada de
Fourier por

Tf (&) =m()f(€)

para f € L2 Sea K, K = m entonces Tf = K * f. Sim (&) es el limite
de una funcién acotada y analitica en el semiplano superior entonces K
estd soportado en (—co,0).

En este trabajo estudiamos condiciones sobre m (§) que impliquen
que T sea un operador acotado en el espacio de Hardy lateral HY (w)
donde 0 < p < 0o y w es un peso en la clase AT, s > 1.

Mas precisamente si para £ > 0 suficientemente grande y algtin 1 <
q < 2, m(§) satisface

1/q
IDm (¢)|"d¢ | < eRVO,
R/2<I€|I<R
para todo R > 0, y todo «, 0 < a < £ y, en caso de ser £ no entero,
1/q
q || £—1[€]
/ ‘Dmm(f) _ D[é]m(g —2)| d¢ <ec <E> Rl/Q—Z7
/2<[§|<R

con |z| < %, para todo R > 0, entonces T' es un operador acotado en
HY (w).
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UNA ESTIMACION PARA LA TRANSFORMADA DE FOURIER DE ALGUNAS MEDIDAS
SINGULARES

Consideramos para una clase de funciones ¢ : R? — {0} —
R? que satisfacen una condicién de homogeneidad no isotrépica
© (t9 2, 1%2x9) = t™p (21, 22) , la transformada de Fourier fi de la
medida de Borel sobre R* definida por u (E) = fQ xE (z,¢ (z)) dx
donde @ = [-1,1] x [-1,1]. Damos bajo algumas hipdtesis adi-
cionales sobre , una estimacién para fi y de este hecho obtenemos
un teorema de restriccién para la transformada de Fourier usual en
el grafico de ¢|p. Obtenemos también propiedades LP mejoradas
para el operador de convolucién T}, f = pu * f.
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ACOTACION CON DOS PESOS DE OPERADORES LATERALES

Se plantea resolver el siguiente problema, presentado por Muckenhoupt,
en el contexto de operadores laterales: Dado un operador sublineal T’
encontrar condiciones sobre la funcién positiva v tal que asegure la ex-
istencia de una funcién u de modo que

([ Irr@iut) dot < e[ I poe) dn?

Son conocidos los resultados en este sentido, debido a Andersen y Sawyer
[1], para la maximal de Hardy Littlewood lateral y la maximal frac-
cionaria lateral como asi también para la integral fraccionaria lateral.
Estudiamos el problema para estos operadores utilizando el método de J.
L. Rubio de Francia basado en la relacién entre las desigualdades vectori-
ales y las desigualdades con pesos. Asimismo obtuvimos condiciones sufi-
cientes de acotacién para la integral singular lateral y para los operadores
Srf(@) = (% [Anf (2) = Ana f(@)I") 7 y Tf () = % vi(Dif () -
Di—1f(x)) donde A, f(z) = 2 [77 f(y)dy, Dif(x) = L [T f(y)dy.
€ una sucesion lacunary y v una sucesién acotada.

Es conocido que estos tltimos operadores son operadores integrales sin-
gulares (ver [2] y [3]), pero se obtienen condiciones suficientes intermedias
entre las que surgen de la acotacion de la maximal lateral y de la integral
singular lateral.

Se analizaron también las singularidades de los operadores S, f y T'f
para f acotadas.

Referencias:

[1] Andersen, K y Sawyer E.: Weighted norm inequalities for the Rieman-
Liouville and Weyl fractional integral operators. Trans. AMS 308 (1988).
[2] A. de la Torre y J.L.Torrea: One sided discrete square function. Stu-
dia Math. 156(3) 2003.

[3] Bernadis, Lorente, Martin-Reyes, Martinez, de la Torre, Torrea: Dif-
ferential transform in weighted spaces. Preprint

Autores: Anibal Chicco Ruiz, Eleonor Harboure
Lugar: Instituto de Matematica Aplicada del Litoral, Universidad Na-
cional del Litoral

DESIGUALDADES CON PESOS PARA EL SEMIGRUPO DEL CALOR ASOCIADO A
FUNCIONES DE LAGUERRE

Consideramos el semigrupo del calor asociado a tres tipos de
funciones de Laguerre en (0, 00) con medida dyu, siendo du(z) = dz
en dos casos y du(z) = z%dz, para a > —1, en el restante. A
partir de su forma integral, obtenemos acotaciones del niicleo muy
precisas que nos permiten deducir condiciones suficientes sobre
pesos w para obtener tipo fuerte (p,p) y tipo débil (1,1) en el
espacio ((0,00),w(x)du(z)) para el operador maximal asociado.
Previamente, habfamos obtenido condiciones para pesos potencia,
resultando éstas necesarias y suficientes. Un resultado similar con
pesos generales fue obtenido por Nowak considerando pesos A,
pero esta clase no dependia del pardmetro a como era esperado.
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REGULARIZACION DE BASES DE HAAR
Como una aplicacion del Lema de Cotlar se da una nueva demostracion de que las
regularizadas por convolucion de bases de Haar producen bases de Riesz. La técnica
puede extenderse a contextos geométricos generales.
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UNA FORMULA DEL VALOR MEDIO Y REGULARIDAD DE TIPO BESOV PARA
ECUACIONES PARABOLICAS

Usando los resultados de [3] (ver también [1], pdg. 52), se prueba
una férmula de valor medio para soluciones u de la ecuacién del
calor del tipo

u(z,t) = //]Rn+1 K(x —y,t— s)uly, s)dyds

donde el niicleo K (&,7) = (|¢] /7)®n(p(€, 7)) ¥ n puede elegirse de
modo que: 1 > 0, n € C*°(R), sopn C [¢,1] para algin e > 0, y
donde p(&,7) = (47rT)1/26‘5‘2/4T. La misma se utiliza para adaptar
la técnica de [2] para obtener estimaciones en normas de Lebesgue
hasta la frontera de dominios cilindricos del gradiente de u en
términos de ciertas normas de tipo Besov parabdlico.
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COMPLETITUD DE LA PROPIEDAD DE DUPLICACION EN LA METRICA DE
HAUSDORFF-KANTOROVICH

Sea (X,p) un espacio métrico compacto. Sea K el conjun-
to formado por todos los subconjuntos compactos no vacios de
X equipado con la distancia de Hausdorft dg. Sobre el conjunto
M(X) de todas las medidas de Borel regulares sobre (X, p) defini-
mos dp (pr,v) = sup { UX fdp— fX f (lr.f| = Lipl}. La dg-con-
vergencia es equivalente a la convergencia débil # al mismo limite.
Estudiaremos ciertos subconjuntos del espacio 2" = K x M. Da-
dos dos elementos (Y. p;) de 2, i = 1.2, definiendo la distan-
cia & (Y1, p1), (Yo, po)) = dp(Y1,Ys) + dic(p1. p2), se tiene que
(&, 9) es un espacio métrico completo. Sean € el conjunto de to-
dos (Y, ) € & tal que sop(p) €V, v sea P el conjunto de los
(Y. p) en € tales que p(Y') = 1. Probamos que £ y P son subes-
pacios métricos completos de (£, 4). Introducimos la propiedad
de duplicacién de una medida de varias formas. En lo que sigue
A>1, a>1y(Y.n) e P estan dados. Decimos que (Y, 1) € DY
s10 < p(By.ar)) < Ap(B(y,r)) para todo y € Y v r > 0. Dire-
mos que (Y, ) € §,;DY si para todo y €Y y r > 0 tenemos que
0 < [ @yar(@) du(z) € A [ oy, (x) du(z), donde oy .(2) = ¢ (@)
para s > 0, v ¢ es una funcién continua fija no negativa definida
sobre R con soporte compacto y tal que ¢(0) > 0. El par (Y, i) €
BDY si0 < w(By,ar)) < Ap(B(y,r+e¢)) paratodoy € Y, r > 0
¢ > 0. Finalmente (Y, ) € N'DY si para todo y1,y0 €Y v >0
con p(y1.y2) < ar, vale que 0 < p(B(yi.7)) < Ap(B(ya.r + €))
para todo € > 0. El principal resultado que nos permite construir
espacios de tipo homogéneo como limite de iteraciones, es el si-
guiente:

Teorema. Los espacios S,;DY. BDY, v N'DY son cerrados en
(Z,9), y en consecuencia toda contraccion sobre ellos tiene un
tinico punto fijo.
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EsPACIOS LIPSCHITZ CON METRICA NO ISOTROPICA

Es conocido que los espacios Lipschitz pueden ser vistos como
casos particulares de espacios de Besov, més concretamente una
funcién pertenece al espacio A,, con 0 < a < 1 si y sdlo si
sup | x f(z)| < C t%, para ¢ funcién suave que permita utilizar la
férmula de reproduccién de Calderén, y en donde las dilataciones
¢ son las usuales. Investigamos sobre la posibilidad de caracteri-
zar los espacios Lipschitz asociados a una métrica no isotropica
de la misma manera, utilizandos dilataciones no isotrépicas y ha-
ciendo uso de una férmula de Calderén en este contexto. Asimismo
estudiamos la posibilidad de caracterizar el espacio Lipschitz uno
no isotrépico por medio de diferencias segundas.

Referencia:

-Herndndez, E.- Weiss, G., A First Course on Wavelets, CRC
Press, New York, (1996).

-Stein E.: Singular integrals and differentiability properties of func-
tions, Princeton University Press, (1970).




Autores: Bruno Bongioanni, Eleonor Harboure y Oscar Salinas
Lugar: IMAL-UNL Santa Fe

POTENCIAS NEGATIVAS DEL OPERADOR DE SCHRODINGER EN ESPACIOS BMO
MODIFICADOS

Consideremos el operador de Schrodinger H = —A + V(x),
donde el potencial V' > 0 satisface una desigualdad de Holder al
revés.

Si @« > 0y f suficientemente buena definimos el operador
Tof(x) = H 2 f(z) = fooo e L f(z)t*/>~1dt, donde et pa-
ra t > 0, es el semigrupo del calor asociado a H.

Motivados por los trabajos de [1] y [2], si 8 > 0y w es un
peso en R?, definimos el espacio BMOfI(w)7 como el conjunto
de las funciones localmente integrables f que satisfacen que para

toda bola B = B(z, R), se tiene / \f — f8] < CLw(B)|B?/4,
B

v [ 111 < ContB B, 5 R > plo). donde fi = by [ 1],

p(z) = sup {r >0: rd%l fB(z,r) V< 1} y C1 y O3 son constantes
independientes de f.

Obtenemos que si 0 < a < d y exigimos a w ciertas propieda-
des, el operador Z, resulta acotado de LP*°(w) en BM O?I_d/ P(w)
para g <p< (a%)*’ donde § depende del potencial V.
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ANALISIS DE MULTIRRESOLUCION IRREGULARES

La idea central en el concepto de analisis de multirresolucion es la de obtener
aproximaciones sucesivas de un objeto en diferentes escalas. Esto es particu-
larmente relevante en procesamiento de imagenes y otras aplicaciones. Los
subespacios involucrados son invariantes por traslaciones en un reticulado,
que se va refinando con las diferentes escalas.

En muchas situaciones sin embargo, es mas realista, considerar grillas irre-
gulares, que se van refinando de una manera arbitraria. Con este objetivo,
se introduce el concepto de Anédlisis de Multirresolucién Irregular (AMRI)
en donde el subespacio inicial no es invariante por traslaciones enteras, pero
esta generado por una cantidad finita de funciones y sus traslaciones en una
grilla irregular fija.

Estos espacios han sido considerados en la literatura bajo el nombre de Espa-
cios de Tipo Spline, aunque no asociados a subespacios de multirresolucion.
En este trabajo preliminar se prueba la existencia de AMRIs para una clase
muy numerosa de grillas y generadores. Se observa ademés que estos AM-
RIs estan asociados a wavelets con traslaciones y dilataciones irregulares
consideradas recientemente en varios trabajos en el drea.
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EXPANSIONES EN MARTINGALAS ADAPTADAS, VIA UN ALGORITMO CODICIOSO

Se describe una construccién algoritmica de un sistema ortonor-
mal, tipo Haar, éptimo, adaptado a una variable aleatoria de
cuadrado integrable, en un espacio de probabilidad filtrado. Las
expansiones en estos sistemas son martingalas, y la filtracién asocia-
da es generada por la v. a. de entrada, siendo ésta una propiedad
crucial para su aplicacién en finanzas.

El referido algoritmo estd basado en el principio de la banera,
[Lieb and Loss, Analysis, AMS 1997], produciendo una seleccién
de atomos, pertenecientes a una sucesion creciente de particiones,
sobre los cuales estd soportado el referido sistema. La expansién
de la v. a. converge a ella.

Autores: Bruno Mesz, Eduardo Serrano
Lugar: UNSAM

PROCESAMIENTO DE SENALES MUSICALES MEDIANTE PAQUETES DE ONDITAS

En esta presentacion proponemos una primera familia de fun-
ciones, del tipo paquetes de onditas, adaptada al procesamiento
de senales musicales. Las mismas se generan por la modulacion,
el cambio de escala y las traslaciones de una funcidn de onda
esferoidal achatada (prolate spheroidal wave function). Se pre-
tende detectar la actividad de cada nota mediante convoluciones
de estas funciones con la sefial musical. Por otra parte,se prueba
que la familia constituye un marco de un apropiado espacio de
Paley-Wiener. En la aplicacién numérica se emplean algoritmos
eficientes para el calculo de las funciones bésicas. En los ex-
perimentos realizados con musica monofénica,la aplicaciéon per-
mite una clara identificaciéon de las notas presentes.Para la apli-
cacién a musica polifénica,parece promisorio el empleo de dtomos
armoénicos formados agrupando funciones bésicas centradas en los
mltiplos de una frecuencia dada. Otra posibilidad es explotar la
relacin de doble escala que verifican las funciones basicas para op-
erar con un esquema de multirresolucion,donde los niveles de alta
precisién temporal permiten localizar los ataques y los de alta
resolucion frecuencial las alturas. Para subsanar el hecho de que
las funciones base no son absolutamente integrables se propone un
esquema anlogo empleando funciones splines de soporte compacto.
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UNA NUEVA EXPRESION PARA EL PRODUCTO DE CONVOLUCION DE LAS DERIVADAS
DE ORDEN K DE LA DELTA DE DIRAC SOPORTADA EN |z|? — m?

La distribucion 6% (1 z 12 —m?2) es definida ([1]), pagina 341) de la
siguiente forma:

Usando la férmulas

k: 'nL2l
(W0 —m?)} = e Y -

4l—7+k+1(l 2 4k1)!

z—”-¢-k+1(S
(2)
for n even if £ < §

( 2) Al 2+k+16
Zl>0{ 4= %+"+ll‘(l+k+l [3Y

{5(k)(| xz 2 —m?)} =
3)

for n even if £ > 5
Las cuales aparecen en([1]), en este trabajo se obtiene la siguiente férmula

§® 1z 2 - Z( m?) S 2 2 (4)

>0

la cual permite darle un sentido la producto de convolucién

6Bz —m?) « 6D (22 —m?).
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