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NOTAS SOBRE ALGEBRAS ECUACIONALMENTE ORDENADAS LIBRES SOBRE
CONJUNTOS ORDENADOS

En esta nota continuamos con el andlisis de la construcién presentada en [3].
En particular, hemos demostrado que si la variedad V estd generada por
un algebra ecuacionalmente ordenada y tal que el orden es de anticadena,
entonces el dlgebra libre Ly (I) sobre un conjunto ordenado I existe si, y s6lo
si, I es una anticadena.

También hemos obtenido resultados sobre Ly (I) en los casos que V es la
variedad de las algebras de Lukasiewicz-Moisil de orden n sin negacion y con
negacion (ver [1], [2]).
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DUALIDADES PARA LAS ALGEBRAS DE HEYTING SIMETRICAS (n + 1)-VALUADAS
CON OPERACIONES ADICIONALES

En [1] hemos introducido las dlgebras de Heyting Simétricas
(n+1)-valuadas con operaciones adicionales (ver también [2]).
En esta nota obtenemos dos dualidades topolégicas para esta

variedad de algebras.
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WEAK QUASI-STONE ALGEBRAS

En este trabajo introducimos las variedad WQOS de las weak-quasi-Stone
algebras como una generalizacién de la variedad QS de quasi-Stone &lgebras
introducidas y estudiadas en [1]. Aplicaremos la dualidad desarrollada en [2]
para la variedad N de —-reticulos para dar una dualidad para WQS.

Probaremos que las weak-quasi-Stone algebras estan caracterizadas como
aquellos —-reticulos, tales que sus elementos regulares forman una subalgebra.
A su vez probaremos que es posible caracterizar las weak-quasi-Stone dlgebras
mediante ciertas congruencias principales del reducto de reticulo.

Por otro lado, determinaremos las simples y subdirectamente irreducibles,
generalizando ciertos resultados de [1].
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LAS ALGEBRAS DE LUKASIEWICZ RESIDUADAS DE ORDEN (N+1) CON TODOS LOS
OPERADORES DE POSIBILIDAD DE MOISIL MONADICAS

Las dlgebras dlgebras de Lukasiewcz residuadas de orden (n+1) con todos los
operadores modales de Moisil monddicas, o mpiL, 1-dlgebras para abreviar,
fueron introducidas en [3]. En este trabajo se investigan propiedades de las
mpiL-&lgebras con primer elemento, o mpiLY ,-dlgebras.

Las mpiL?, |-dlgebras son modelos algebraicos del cdlculo proposicional de
Lukasiewicz (n + 1)-valuado monédico, en donde participan como conecti-
vas primitivas la implicacién de Lukasiewicz —, las conectivas unarias oy,
09, ..., 0, conocidos como operadores de posibilidad de Moisil, un cuantifi-
cador universal V y las constantes 0 y 1. También podemos decir que estas
algebras son polinomialmente equivalentes a la MV-dlgebras de orden (n+1)
monddicas estudiadas en [2]

Sobre las mpi L3-algebras podemos decir coinciden con las dlgebras de Lukasie-
wicz trivalentes monddicas de L. Monteiro [4] y en el caso (n + 1)-valuado,
extienden a las dlgebras de Lukasiewcz residuadas de orden (n+ 1) (ver [1]).
El resultado més destacable de este articulo es la determinaciéon de una
férmula para determinar el cardinal de la mpiL? 41-4lgebra libre con un
nimero finito de generadores libres.
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AXIOMATIZABILIDAD POR SENTENCIAS DE TIPO (A)(E)!

En este trabajo estudiamos la axiomatizabilidad por sentencias del tipo V3!
en variedades con discriminador. Mads especificamente, estudiamos la relacién
entre la propiedad ’cerrada bajo interseccion de subdlgebras’ y la axiomatizabili-
dad por sentencias del tipo mencionado.

Una clase de dlgebras C se dice cerrada bajo interseccion de subdlgebras si
para cualesquiera B, A1, Ay € C

A17A2 € S(B) y A] ﬁAQ 75 0 implica A, ﬂAQ eC.
El resultado principal que presentaremos es el siguiente:

Teorema 1 Sea A un dlgebra cuasiprimal sin subdlgebras triviales. Entonces
son equivalentes:

(1) Toda subclase de S(A) cerrada bajo interseccion de subdlgebras es axio-
matizable por sentencias V3! relativamente a S(A).

(2) Las siguientes condiciones valen en A.

(2a) No hay dos subdlgebras isomorfas distintas de A.

(2b) Si B<A y f,g € Aut(B) son tales que f(b) = g(b), para algin
b € B, entonces f = g.
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CONGRUENCIAS DE LAS ALGEBRAS DE LUKASIEWICZ NXM-VALUADAS CON
NEGACION MONADICAS
Las dlgebras de Lukasiewicz nxm valuadas con negacion monddicas
(0 M NS, xm—algebras) fueron introducidas y estudiadas en [2] y
[3]. En esta nota, determinamos un teorema de representacion
para estas algebras a partir del cual caracterizamos a las M NS, x.,—
congruencias, reencontrando resultados conocidos paralas dlgebras

de Lukasiewicz n—valuadas monddicas obtenidos en [1].
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SOBRE UN NUEVO CALCULO PROPOSICIONAL

En esta nota presentamos un cdlculo proposicional estilo Hilbert en
términos de los conectivos {—, A, ~, V}, ciertos esquemas de axio-
mas y la regla de modus ponens. Hemos probado que las dlgebras
de De Morgan modales 4-valuadas ([1],[2],[3]) son seménticas al-
gebraicas de este cdlculo proposicional. También hemos verificado
la completitud de esta logica respecto de sus modelos semanticos.
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ALGEBRAS DE DE MORGAN MODALES PSEUDOCOMPLEMENTADAS CUASIPRIMALES

Iin esta nota indicamos una descripcién del reticulo de las con-
gruencias de las dlgebras de De Morgan pseudocomplementadas,
o prn—élgebras para abreviar (ver [1], [2]) por medio de ciertos
subconjuntos del dlgebra, diferente a la descripta en [3].

Este nuevo resultado nos ha permitido obtener una funcién dis-
criminadora ternaria, a partir de la cual comprobamos la cuasipri-
malidad de las pm—a&lgebras subdirectamente irreducibles, como
asi también caracterizar las pm congruencias principales.
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UNA DUALIDAD PARA LAS ALGEBRAS IMPLICATIVAS MONADICAS

En [1] se da una representagitopobgica de laslgebras implicati-
vas, tambén llamadasalgebras de Tarski. En este trabajo estudiamo
el caso de lasilgebras implicativas maalicas, oalgebras de Tarski
monadicas. Estaslgebras fueron introducidas originalmente en [2]. He:
mos obtenido una representatitopobgica para laglgebras implica-
tivas moradicas, basada en [1]. Describimos aalgebra implicativa
moradica como una ubh de una familidinica de filtros moadicos
dentro de una adecuadiyebra de Boole mdaica. Obtenemos a partir
de esta descripén, la nocbn de espacio topégico implicativo moadi-
€O y construimos una equivalencia dual entre la catagte dichos es-
pacios con morfismos adecuadamente definidos, y la cédegayos
objetos son laslgebras implicativas ma@dlicas y sus morfismos son
los homomorfismos implicativos méadicos.
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OBSERVACIONES SOBRE LA VARIEDAD DE LAS ALGEBRAS TERNARIAS

Las 4lgebras ternarias fueron introducidas por Muller en [5] con el
objeto de analizar fendmenos transitorios en circuitos de cambio.
Posteriormente, varios autores desarrollaron diversos aspectos de
esta variedad de dlgebras (ver [1],[2],(3],[4])-

En esta nota analizamos el reticulo completo de las congruencias
de un dlgebra ternaria dada, con el objeto de determinar la validez
de propiedades importantes en esta variedad.
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COALGEBRAS EN ESPACIOS MEDIBLES

Dado un endofuntor 7' en una categoria €, una T-codlgebra
es un objeto X de € junto con un morfismo ¢ : X — T(X). La
teoria de codlgebras abstrae caracteristicas comunes de diferen-
tes dreas como semantica de lenguajes de programacién, légica
modal, autématas y conjuntos no bien fundados. La mayor parte
del trabajo realizado en ejemplos concretos ha estado limitado a
la categoria Set de conjuntos. En este trabajo se ha desarrollado
la teorfa para la categoria Meas de espacios y funciones medibles.

Las codlgebras sobre espacios medibles son de interés como una
formalizacién de cadenas de Markov y pueden ser también usados
para modelar el razonamiento probabilistico. Discutimos algunos
hechos relacionados con el funtor méas interesante en Meas, A, que
asigna a cada espacio medible el espacio de todas las medidas de
probabilidad sobre él. El resultado principal es la construccion de
codlgebras finales para muchos funtores interesantes en Meas. La
primera construccién (trabajo conjunto con L. Moss) estd basada
en un lenguaje que nos permite construir férmulas que describen
los elementos de la codlgebra final. El segundo método hace uso
de la secuencia 1 «— T'1 « T%1 « ... obtenida aplicando iterada-
mente el funtor 7" al objeto final 1 de la categoria.

Como aplicacién mostraremos cémo construir espacios de tipos
universales, objetos de interés en la teoria de juegos y economia.
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OBSERVACIONES SOBRE LA ADJUNCION DE KALMAN

La adjuncién original de Kalman, dada por los funtores K y L, es una
equivalencia si se cumple una condicién més llamada (CK). Se observa que,
para un reticulado R, K(R) es la mayor subdlgebra de De Morgan con centro
(0,0) del producto de R por su dual y que un dlgebra de De Morgan con
tnico centro es un algebra de Kleene. Para un algebra de Kleene con centro
M, los reticulados de congruencias Con(M) y Con(L(M)) son isomorfos. Lo
mismo ocurre para un reticulado R con los reticulados Con(R) y Con(K(R)).

Se estudian casos particulares, como los de las BCK-algebras y BCK-
algebras conmutativas, y de éstas dos subcategorias importantes: BCK-dlge-
bras cénicas y BCK-dlgebras conmutativas acotadas, que Mundici (referen-
cia 3) probd que son definicionalmente equivalentes a las MV-dlgebras.

Se demostré la equivalencia categorial de las BCK-algebras conicas con
los l-grupos y de las BCK-dlgebras conmutativas acotadas con las MV*-
algebras.

1)Cignoli, R., The class of Kleene algebras satisfying an interpolation property and
Nelson algebras, Algebra Universalis, 23 (1986), 262-292.

2)Iseki, K. and Tanaka, S., An introduction to the theory of BCK-algebras, Math.
Japon, 23 (1978), 1-26.
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4)Mundici, D., MV-algebras are categorically equivalent to bounded commutative BCK
algebras, Math. Japonica 31, N° 6 (1986), 889-894.
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M3-RETICULOS CON UN CUANTIFICADOR

En este trabajo introducimos los Mj-reticulos con un cuantificador, como un
par (L,3) donde L es un Mjz-reticulo (ver [?]) y 3 es un operador unario
sobre L, llamado cuantificador, que satisface las siguientes propiedades:

e 30 =0,
o x < dx,
e d(zVy)=TxViy

e J(z AJy) =Fz ATy,

e Jdr = dx
e Az = Adz,
e d~ dzx =~ dz.

En esta nota obtenemos varios resultados sobre esta variedad de édlgebra, en
particular describimos una dualidad topolégica que extiende a la indicada en
[2] para los Mj-Reticulos.
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EL TEOREMA DE COMPLETITUD DE LAUCHLI

En su trabajo [2] Lauchli demostré un teorema de completitud para
el calculo de predicados intuicionista. La demostracion se basa en
nocion abstracta de “realizability” sobre conjuntos equipados con
una permutacion. Lawvere observd que el resultado de Liuchli
puede verse como un resultado de completitud de la hiperdoctrina
inducida por la indexacion canonica del topos de permutaciones.
Esta observacion fue explotada en [4] y [1] y las demostraciones

alli obtenidas aclaran mucho el resultado de Lauchli. (La
completidud aparece como corolario de un teorema de
representacion de hiperdoctrinas.) Por otro lado, todas las
demostraciones mencionadas desaprovechan la rica estructura de las
categorias subyacentes. En este trabajo demostramos el teorema de
Lauchli utilizando la teoria de topos. De esta manera, la completitud
aparece como corolario del hecho de que cierto morfismo
geomeétrico es una suryeccion abierta.

[1] A. Kock. On a theorem of Lduchli concerning proof bundles.
Unpublished.

[2] H. Lduchli. An abstract notion of realizability for which
intuitionistic predicate calculus is complete. In A. Kino, J. Myhill,
and R. E. Vesley, editors, Intuitionism and proof theory, pages 227-
234. North Holland, 1970.
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Dekker, 1996.
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COMBINACION DE SEMANTICAS MATRICIALES Y ALGEBRAICAS MEDIANTE TEORIA
DE CATEGORIAS

Uno de los principales mecanismos de combinaciones entre
légicas es conocido como " Fibrilacion de logicas". Este proceso ha
sido formalizado mediante Teoria de Categorias por diversos autores,
al definir lo que sera denominado aqui "“fibrilacién categorial" o ~"C-
fibrilacion". En este enfoque, las combinaciones de légicas son
entendidas como diagramas categoriales especiales, tales como
coproductos o elevaciones cocartesianas. Aplicando C-fibrilacion, los
autores de esta comunicacion han estudiado combinaciones de ldgicas
con ciertas propiedades algebraicas (ver [1] y [2]). De esta manera
puede probarse que, bajo ciertas restricciones, es posible combinar
l6gicas protoalgebraicas, equivalenciales y algebrizables, por ejemplo.

El presente trabajo pretende adaptar tales combinaciones de
légicas a la combinacion de las estructuras semanticas asociadas a
ellas. Para ello, se definen: la categoria de clases de matrices (y, dentro
de ella, la de fibrados de Lindenbaum), asi como la categoria de
semanticas algebraicas equivalentes. Mediante ciertos teoremas de
isomorfismo se muestra que tales categorias admiten coproductos y
elevaciones cocartesianas, 1o que indica que las seméanticas matriciales
y algebraicas pueden combinarse para obtener nuevos objetos.
Finalmente, veremos que tal proceso puede formalizarse mediante
combinacion de los axiomas de la légica de primer orden que definen
las semanticas estudiadas.
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SUBVARIEDADES DE V(BK)

Sea TC la clase de &lgebras (A;—, g, h,1), donde (A;—,1) es
un algebra de Tarski y g es un automorfismo de A, con inverso
h. Esta clase de édlgebras forman la variedad de las algebras de
Tarski ciclicas. Si By, es el dlgebra de Boole finita con k dtomos y
g el automorfismo de By que los permuta ciclicamente, entonces
<Bk;g,h = g*1> € 7C y verifica g*z = x para todo = € B. La
clase de dlgebras de 7C que verifica la ecuacién gFz ~ 2 es una
variedad generada por By a cuyos elementos llamaremos algebras
de Tarski k-ciclicas.

En [2] se prueba que toda dlgebra simple de V(By) es isomorfa
a una subalgebra creciente no trivial de By, para d divisor de k.

Expondremos en este trabajo resultados sobre el conjunto or-
denado de érbitas que determina g en By. En particular se da una
férmula para su nimero de elementos.

Mostramos cémo se relacionan las érbitas de By con las sub-
variedades de V(Bjy): probamos que existe una correspondencia
biyectiva entre érbitas y ciertas clases de ecuaciones distinguidas,
y conjeturamos que toda subvariedad de By, estd caracterizada por
un conjunto de estas ecuaciones distinguidas lo que nos permitira
hallar el reticulado de subvariedades de V (By).

Se muestran las ecuaciones que caracterizan a los conjuntos
crecientes generados por los niveles de Bj.
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LOGICAS CON IMPLICACION Y FUSION. SEMANTICAS ALGEBRAICAS LOCALES Y
GLOBALES

En este trabajo estudiamos la extensiones axiomaticas de una légica senten-
cial finitaria, denotada SFI, en el lenguaje £ = {A,V,0,—, L, T}. Esta légica
generaliza a la mayorfa de las Légicas Multivaluadas [3] y Relevantes. La légica
SFI esta definida desde tres dngulos diferentes: mediante una semantica de mar-
cos ternarios,por una semantica algebrdica basada en las DLFI-algebras [1], y
por medio de un Sistema de Gentzen.

Probamos que las extensiones axiomadticas estudiadas son candnicas, dando
condiciones de primer orden en los marcos ternarios para la validez de secuentes
y reglas, semejantes a las dadas en [2]. A su vez vemos que ciertas familias
de marcos caracterizables mediantes reglas, no son caracterizables mediante se-
cuentes.

Probamos que, en ciertos casos, el concepto de deduccién local y global de
la semantica ternaria estan relacionadas con los filtros de reticulo y los filtros
implicativos de las dlgebras correspondientes. Esta relaciéon nos permite intro-
ducir una nocién algebréica de deduccion local y global. Veremos que la légica
de Lukasiewicz Lo, v la légica LS (ver [4]) son la deduccién global y local
respectivamente, de las algebras de Wasjberg.
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ECUACIONES RECURSIVAS EN ORDENES PARCIALES COMPLETOS DE CONJUNTOS

Diremos que la operacién binaria * entre conjuntos es apropiada si dis-
tribuye a izquierda y a derecha con respecto a uniones crecientes nume-
rables, i.e. (Up>0An)*B = Up>0(Ap*B) y Bx(Up>04y) = Up>o(B*A,)
para todo conjunto B y toda secuencia de conjuntos Ag C A; C Ay C ...
(en particular es mondtona creciente respecto de la inclusién en ambos
argumentos). Ejemplos de operaciones apropiadas son unién (U), inter-
seccién (N), producto cartesiano (x), unién disjunta y proyecciones.

Sea {*;};es una familia de operaciones apropiadas, una de las cuales
es U, y consideremos B = { By }rex una familia de conjuntos “bdsicos”.
Entonces el conjunto X construido como sigue resulta cerrado por las
operaciones *; y un orden parcial completo (cpo),i.e. Ag € A; C ... con
los A; € X implica U,‘,Z()Ai, e X.

Sean Xog =BU{0}, X;,s1 ={A*; B| A,Be X,,j € J}, paran > 0.
(Observar que X,, € X,,11 por la idempotencia de U.) Sea X' = U,>0X,,
y sea X = {U;>04; | Ag C A C... con A; € X' para i > 0}.

Tiene sentido entonces la definicién: F' : X — X es continua si
F(Ui>0Ai) = Ui>oF(A;) para toda secuencia Ag C A; C ... de ele-
mentos de X.

Como X es un cpo con minimo, vale entonces el primer teorema de
recursién de Kleene: si F' : X — X es continua entonces F' tiene un
punto fijo minimo (respecto de la inclusién). Vale también el segundo
teorema de recursién de Kleene: si la expresion F(T') es de longitud finita
v se describe a lo sumo con conjuntos fijos, operaciones apropiadas y T,
entonces F' es continua. De ambos resultados sigue que toda ecuacién
de conjuntos de la forma T' = F(T'), donde F(T) satisface lo anterior,
admite una solucién minima (el tipo denotado). Por ej., utilizando los
conjuntos bésicos Z y {O} (con O ¢ Z) y las operaciones U y X,
la ecuacién T = {0} U (Z x T') denota listas de niumeros enteros, la
ecuacién T'= Z U (T x T') denota drboles binarios no vacios de nimeros
enteros, y la ecuacion T'= Z x T denota el vacio.
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SOBRE UNA SUBCLASE DE LAS ALGEBRAS DE LUKASIEWICZ-MOISIL
THETA-VALUADAS SIN NEGACION

Es un hecho bien conocido que la clase de las algebras de Lukasiewicz-Moisil
f—valuadas sin negacién (Lkp-dlgebras para abreviar) no constituyen una
variedad y que las tnicas Lky-algebras subdirectamente irreducibles son las
subélgebras de BY ([1],[2]). En esta nota investigamos la clase Lkg pin de las
Lkg-dlgebras que son subdlgebras de productos subdirectos finitos de Bg].
En particular probamos que se trata de una variedad y también obtenemos
resultados de interés sobre las congruencias de estas dlgebras.
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SOBRE ALGEBRAS DE OCKHAM - NELSON ESPECIALES

En [3], Figallo introdujo los N-reticulados generalizados (o NLg) como una extensién de
los N-reticulados de Rasiowa (o NL) ([7]) o de las dlgebras de Nelson en la terminologia
de A. Monteiro ([2]). En la definicién dada en [3] simplemente se elimina la ley de Kleene
(zA ~ )V (yV ~ y) = yV ~ y incluida en la versién ecuacional indicada en [2]. Figallo,
también definié a los NLg deductivamente semisimples como aquellos que verifican la
propiedad adicional siguiente: (Pf) z = (z — y) — z.

En [6], Monteiro prob6 que en NL se verifica la propiedad (z—2z)A(y—z) < (zVy)— 2.
En esta nota, en primer lugar llamamos algebras De Morgan Nelson (DNA) a los NLg
motivados por el hecho que Vakarelov en [8] introdujo otro concepto bajo el nombre de
algebras de Nelson generalizadas. Posteriormente, probamos que en NLg la identidad
(Pf) es equivalente a la identidad, en principio ma$ débil, conocida con el nombre de Ley
de Pierce: (Pd) ((x—y)—x)—z = 1. La importancia de (Pd) fue puesta de manifiesto
por Monteiro en [5].

En segundo lugar, demostramos que en NLg la identidad (z—2) A (y—2) = (zVy)—2,
es equivalente a la ley de Kleene, de donde resulta que es posible indicar una nueva
axiomdtica para NL en la que la ley de Kleene puede ser reemplazada por una identidad,
que no contiene la operacion ~ de negacién. Finalmente, iniciamos el estudio de la variedad
de algebras que hemos denominado dlgebras de Kleene—Nelson. Las mismas constituyen
la subvariedad de las de Ockham—Nelson (ver [4]) que satifacen como identidad adicional
la ley de Kleene.
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DECOMPOSABILITY FOR FREE LUKASIEWICZ IMPLICATION ALGEBRAS

Lukasiewicz implication algebras are {—, 1}-subreducts of Wajsberg al-
gebras (MV-algebras). They are the algebraic counterpart of Super-Lukasie-
wicz Implicational logics investigated in Kommori. The aim of this paper
is to study the direct decomposability of free Lukasiewicz implication alge-
bras. We show that freely generated algebras are directly indecomposable.
We also study the direct decomposability in free algebras of all its proper
subvarieties and show that infinitely freely generated algebras are indecom-
posable, while finitely free generated algebras can be only decomposed into
a direct product of two factors, one of which is the two-element implication
algebra.
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EL ANTICIPADOR EN LAS ALGEBRAS DE HEYTING GENERALIZADAS

Estudiamos las algebras de Heyting generalizadas donde existe un operador
unario llamado anticipador, que permite definir al sucesor, operador ya
conocido. Demostramos que el anticipador es una generalizacién del minimo
denso, tiene definicién ecuacional, pero

no es compatible en el sentido Caicedo-Cignoli [1].

En relacién con la l6gica intuicionista, probamos que la extension

por medio del conectivo correspondiente es correcta y conservadora.
Consideramos ademas conectivos relacionados.
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